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Тема 2. Теорія множин і алгебраїчні системи
Основні поняття дискретного аналізу: Поняття множини та її елементи, підмножина, змінна, рівність, приналежність, логічні зв`язки та висловлювання. Операції над множинами. Круги Ейлера. Відношення: бінарні, багатомісні, еквівалентності, порядку та толерантності. Відображення: рефлексивне, симетричне та транзитивне. Підстановка як відображення. Парні та непарні підстановки. Прямий добуток множин. Проекція множини. Кортеж. Графік. Функція. Фактор-множина за відношенням. Потужність множин.

Групи підстановок: перестановки та підстановки, розклад підстановок, цикли, транспозиція. Поняття групи. Властивості елементів групи. Теоретико-групові конструкції. Відображення груп. Кільця і поля: Аксіома дистрибутивності. Тіло. Поле. Закони додавання, асоціативності, дистрибутивності. Одиничний, нульовий та обернений елементи. Скінченні поля. Векторні простори. Многочлени. Неприводимі многочлени.
Спочатку введемо дещо відмінні для дискретного аналізу узагальнені поняття ряду термінів: "буква", "алфавіт", "слово" тощо.

Буквами ми будемо називати знаки, що у даному їх застосуванні розглядаються, як цілі величини.

Скінченний набір букв називається алфавітом.

Слово - це ряд написаних одна за одною букв. Слово в даному алфавіті  - це слово, кожна буква якого належить даному алфавіту. 

Наступним є поняття змінної - перш за все - це буква, замість якої можна і ми збираємось підставляти ті чи інші числа. Оголошуючи букву змінною одночасно визначають область її визначення (значень). Вирази, що містять змінні будемо називати формою, вирази, що не містять змінних будемо називати константою.

Форма називається s-місною, якщо вона містить s змінних. s-місна форма всюди визначена, якщо при будь-яких значеннях своїх змінних (із відповідної області визначення), вона має смисл. s-місна форма ніде не визначена, якщо при будь-яких значеннях своїх змінних вона  не має смислу. Форми ( та ( рівносильні, якщо при будь-якому наборі значень усіх змінних, що входять у обидві форми, або вони обидві не визначені, або вони обидві визначені та означають одне і те ж (мають однакове значення). Позначають рівносильність значком ( .

Важливими класами форм є клас числових форм та клас висловлювальних форм. Форма називається числовою, якщо при будь якому  наборі значень своїх змінних, на якому вона визначена, вони означають число. Для позначення рівносильності та нерівносильності числових форм і числових констант (чисел) використовуються відповідно наступні значки: =, 

.

Якщо сформулювати головне завдання курсу дискретного математичного аналізу - це навчання математики сучасного рівня представників інших галузей наук, зокрема спеціалістів у галузі економічної кібернетики, і воно зводиться до трьох основних задач:

1. Оволодіння математичними методами дослідження, які включають чіткий розподіл основних абстракцій, усвідомлену ідеалізацію, розмежування між означеним і неозначеним, між встановленим і гіпотетичним, дедуктивне отримання одних фактів із інших тощо.

2. Оволодіння "математичною мовою" - мовою основних математичних понять, настільки узагальнених, що з їх допомогою можна описати безліч фактів навколишньої реальності; прикладами таких понять служать поняття множини, відображення (функції), упорядкування, ізоморфізму, ймовірності, ентропії, алгоритму, обчислення тощо; до цього примикає знайомство з основними поняттями математичної логіки та інформатики.

3. Оволодіння мінімумом математичних відомостей, необхідних для того, щоби можна було:

а) самостійно застосовувати математичні результати до досліджуваного кола явищ;

б) самостійно читати літературу з прикладної математики сучасних галузей знань;

в) самостійно займатися підвищенням власного фахового рівня.

Поняття множини та її елементів.

Поняття множини, кортежа, відповідності, функції, відношення - це не тільки початкові поняття математики, але й початкові фундаментальні поняття будь-якої наукової мови, початкові поняття науки взагалі.

Поняття множини і кортежа трактуються в даному курсі лекцій як первинні, невизначувані поняття. Поняття ж відповідності, функції та відношення визначаються в ньому через поняття множини та кортежа.

Оскільки поняття множини є невизначуваним рекомендується говорити лише про такі множини, можливі елементи (компоненти) яких достатньо чітко окреслені та незмінювані об’єкти. 

Об’єкти, що складають дану множину називаються її елементами. Множини бувають: скінченні, нескінченні та розмиті. 

Кортеж - упорядкований набір (довільних компонент), розміщення (компонент, що не збігаються), вектор із декількох складових (компонент) (кортеж автомобілів у колоні, кортеж букв у слові, кортеж слів у фразі, кортеж фраз у абзаці тощо).

Відповідність - іще одне строго невизначуване поняття, яке передбачає наявність двох множин - області відправлення та області прибуття відповідності (для прикладу: кожному росту людини відповідає певна вага).

Функція - у теоретико-множинних побудовах визначається як відповідність, для якого кожному елементу (об’єкту) області відправлення (визначення) відповідає не більше одного елемента (об’єкта) області прибуття (значення).

Нас у подальшому будуть цікавити множини утворені з абстрактних математичних об’єктів, таких як числа, функції, вектори, послідовності (кортежі) символів у деякому алфавіті. Будемо вважати, що кожна множина складається з елементів деякого фіксованої непустої множини Ek  = {0, 1, ... , k-1}, яке називається простором, а спосіб його завдання - перечислення.

Основні поняття дискретного аналізу: відношення, логічні зв`язки та висловлювання, змінна, рівність, належність.

Поняття відношення служить у математиці для відображення теоретико-множинною мовою зв'язків між об'єктами. Відношення - довільна підмножина R множини A n усіх кортежів (упорядкованих наборів) виду a1, ..., an), де a1, ..., an  - елементи деякої множини A; у цьому випадку говорять, що R є n-місне відношення на A. Множина усіх таких елементів a, що входять хоч би в один кортеж, що належить відношенню R, називається полем цього відношення. Двомісні відношення називаються бінарними. Якщо R - бінарне відношення, то замість  a, b R, часто пишуть a R b. Частковим випадком поняття відношення є відповідність. 

Через позначається відношення належності (приналежності), тобто      x  A означає, що елемент x належить множині A. 

Якщо x не є елементом множини A, то це записується x  A. 

Дві множини A і B вважаються рівними, якщо вони складаються з тих самих елементів. Пишеться A = B, якщо A і B рівні, і A ( B у противному випадку. 

Через  позначається відношення включення множин, тобто A  B означає, що кожен елемент множини A є елементом множини B. У цьому випадку A називається підмножиною, а B -надмножиною. Якщо A  B і A ( B, то A називається власною підмножиною B, і в цьому випадку пишемо A  B. 

Множина, що не містить елементів, називається порожньою і позначається через  .

Логічні зв’язки. Логічним висловлюванням називають такі форми, про які можна сказати, що вони є хибними або істинними. Домовимося складне висловлювання виду "А або В", де А і В - висловлювання, вважати хибним, коли  обидва висловлювання А та В хибні. У всіх решти випадках висловлювання "А або В" будемо вважати істинним.

Операції над множинами.

Об'єднанням (сумою) множин А і B називається множина всіх елементів, що належать хоча б одній множині А чи B . Перша буква слова Union - "об’єднання" - допомагає згадати, що знаком U позначається об’єднання множин

A  B = {x x  A чи x  B}.

Перетином (кон’юнкцією) множин А і B називається множина всіх елементів, що належать як А так і  В

A  B = {x x  A і x  B}.

Різницею множин A і B називається множина всіх елементів, що не належать множині В 

A /B = {x x A і x  B}.

Симетричною різницею множин A і B називається множина 

A - B = (A \ B)  (B \ A) .

Різниця Ek\A, тобто множина всіх елементів, що не належать множині А, називається доповненням А в Ek і позначається 
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Для наглядного зображення співвідношень між підмножинами довільного універсуму U використовують круги Ейлера (рис.2.1). На рис 2.1 U  позначено квадратом, а відповідні множини - заштрихованими кругами в цьому квадраті.



Рис. 2.1. Круги Ейлера (діаграми Венна).
Потужністю (чи кардинальним числом) множини називається кількість елементів у ній. 

Деяка, загальна для всіх множин даної потужності, надмножина, називається універсальною чи множиною-універсумом і позначається звичайно як U. Різниця  U \ A називається доповненням множини A і позначається через -A. 

Відповідність, бінарне відношення між двома множинами A і B - довільна підмножина R декартовий добуток  AB. 

Якщо a A, b  B і (a, b)  R, то пишуть також R(a, b) чи a R b. Якщо R =  - порожня множина, то відповідність називається порожньою, а якщо R = AB, то відповідність називається повною. 

Нехай R  AB. Областю визначення Dom R називається множина елементів a  A, для кожного з яких знайдеться хоч би один елемент b  B такий, що a R b. Областю значень, чи образом, Im R відповідності R називається множина елементів b  B, для кожного з яких знайдеться хоч би один елемент a A такий, що a R b. Відповідність R називається усюди визначеною, якщо Dom R = A, і  сюр’єктивною, якщо Im R = B. 

Для кожного a A множина елементів b  B таких, що a R b, називається образом а відносно R  і позначається im R a. Прообразом елемента b  B відносно R називається множина елементів a  A таких, що a R b; прообраз позначається coim R b. Ясно, що 

Im R =  a  A im R a, Dom R = b  B coim R b. 
Кожна відповідність однозначно визначає функцію a  imRa, що відображає множина A у множину підмножин B. І навпаки, усяка функція f із множини A у множину підмножин B визначає деяку відповідність R(f ): a( f  )b тоді і тільки тоді, коли bf (a).  Зазначені порівняння взаємно однозначні, що дозволяє розглядати відповідності як частково визначені багатозначні функції.

Прямий добуток множин.

Крім теоретико-множинних операцій для відповідності вводиться операція множення. Якщо R  A  B, S  B  C, то добуток RS складається з таких пар (a, c), для яких знайдеться елемент b  B такий, що (a, b)  R, (b, c)  S. Множення відповідностей асоціативно має наступні властивості: якщо R1  R2, то R1S  R2S; (RS)#  = R#S#. Крім того, спеціальні відповідності - відношення тотожності, чи діагоналі, D A, що складаються з усіх пар (a, a), a A, відіграють роль одиниць для множення відповідностей. Саме, якщо R  A  B, то  AR = R = R B.

Для усякої відповідності R виконується включення R  RR#R. Якщо замість включення виконується рівність, то відповідність називається дифункціональною. Відповідність R  A  B називається функціональною, якщо RR#  A и R#R   B. Функціональні відповідності - це в точності графіки функцій з A і B. Усяка відповідність R може бути подана у вигляді R = F#G, де F, G - функціональні відповідності.

Відповідність: рефлексивна, симетрична та транзитивна.

Нехай R  A A. Відповідність R називається: 

a) рефлексивною, якщо R  A ; 

b) симетричною, якщо R = R#; 

c) антисиметричною, якщо R  R#  A ; 

d) асиметричною, якщо R  R# = ; 

e) транзитивною, якщо R2  R . 

Відношення: бінарні, багатомісні, еквівалентності, порядку та толерантності.
Відношення – це пара множин, перша компонента якої є підмножиною квадрата другої компоненти, тобто: пара множин 
[image: image2.wmf]М

Ф

,

  називається відношенням, якщо 
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 і таке відношення називають бінарним. Заслуговують на увагу три часткових випадки відношень на множині: повне (універсальне) відношення, яке має місце для кожної пари елементів множини (наприклад, бути студентом однієї групи на множині студентів даної групи); тотожне (діагональне) відношення, яке рівносильне 
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(наприклад рівність на множині дійсних чисел); пусте відношення, якому не відповідає ні одна пара елементів множини (наприклад, відношення “бути братом” на множині жінок).
Відношення можуть бути визначені не тільки для пар елементів, але й для трійок, четвірок тощо. Відношення n елементів множини (багатомісне чи n-місне відношення), визначається як множина n-мірних векторів 
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, що є підмножиною добутку 
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Відношення еквівалентності є експлікацією таких понять природної мови, як однаковість, нерозрізнимість та взаємозамінюваність і позначається ~. При цьому x~y означає, що упорядкована пара (x, y) належить множині 
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, що є відношенням еквівалентності в множині М.
Властивості еквівалентності записуються наступним чином: 1) x ~ x -рефлексивність; 2) якщо x ~ y, то y  ~  x – симетричність; 3) із x ~ y та y ~ z випливає x ~ z – транзитивність.

Відношення R називається: a) передпорядком, якщо воно рефлексивне і транзитивне; b) порядком, якщо воно рефлексивне, транзитивне й антисиметричне; c) толерантністю, якщо воно рефлексивне і симетричне; d) еквівалентністю, якщо воно рефлексивне, симетричне і транзитивне. 

Якщо R - еквівалентність, то множина A розпадається на непересічні класи еквівалентних елементів, чи на класи еквівалентності. Множина класів еквівалентності називається фактор-множиною множини A за відношенням R. Усяка дифункціональна відповідність R  A  B задає на своїх областях визначення і значень відношення еквівалентності, фактор-множини за якими вони рівнопотужні.

Для скінченних множин A і B широко використовуються матричне і графове подання відповідності. Нехай A = {a1, a2, ..., an}, B = {b1, b2, ..., bm} і R  AB. Відповідності R зіставляється матриця розміру n ( m, рядки якої позначені елементами з A, стовпці - елементами з B , а на перетині рядка ai і стовпця bj відповідає 1, якщо ai R bj , і 0 у противному випадку. Наприклад, 

A = {a, b, c}, B = {x, y}, 

R = {(a, x), (a, y), (b, y), (c, x)}.

Тоді R зіставляється матриця

	R
	x
	y


	a
	1
	1


	b
	0
	1


	c
	1
	0



Кожна матриця подібного виду однозначно визначає відповідність між A і B. 

При графовому зображенні елементи множин A і B відображаються точками на площині. Звичайно ці точки позначаються тими ж символами, що і відповідні елементи. Точки a і b з'єднуються спрямованою дугою від a до b, якщо a R b. Наприклад, відповідність R = {(a, x), (a, y), (b, y), (c, x)} зобразиться наступним орієнтованим графом:

[image: image9.wmf] 

У
Рис. 2.2. Зображення орієнтованого графа.

Підстановка, як відображення.

Взаємно-однозначне відображення множини ((((((,(((( на себе називається підстановкою ( чисел (або підстановкою ((ї степені). Наприклад, взаємно-однозначна відповідність чотирьох чисел, заданих множиною упорядкованих пар{(1, 2), (2, 4), (2, 3), (4, 1)} запишеться як підстановка а четвертої степені




у якій 1 переходить в 2, 2 - в 4, 3 - в 3, а 4 - в 1.

Кожний рядок у записі підстановки ((ї степені містить (  різних чисел, розташованих у певному порядку, тобто є перестановкою ( чисел 1(2,(((. Якщо позначити і-ті елементи перестановок через 

 причому 

, то підстановку n-ї степені можна зобразити як




Тотожна підстановка n-ї степені переводить кожне число в себе. Якщо в підстановці а поміняти місцями її перестановки, то отримаємо підстановку а-1, симетричну до а . Наприклад 
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Композиція підстановок n-ї степені а та b називається підстановка n-ї степені c = ab, що є результатом послідовного виконання підстановок  спочатку а, а потім b. Наприклад:

 


Парні та непарні підстановки.

Підстановка називається парною, якщо загальне число інверсій в її строках (перестановках) є парним, і непарною - у протилежному випадку. У свою чергу,  інверсію утворюють два числа в перестановці, коли менше з них стоїть справа від більшого. Кожній перестановці можна співставити число інверсій у ній, яке підраховується наступним чином: для кожного числа обох строк перестановки визначається кількість менших чисел, що стоять від нього справа і результат додається.
Проекція множини.

Уведемо ще одну операцію над множинами - операцію проектування. На відміну від раніше уведених операцій, ця операція є одномісною: вона застосовується не до двох множин, а до однієї окремо взятої множини. Крім цього, ця операція не завжди і не до будь-якої множини може бути застосована: вона застосовується тільки до множин кортежів однакової довжини. Проекція множини визначається через проекцію кортежа.

Визначення  проекція кортежа є багатоступінчастим:

І. Нехай  

- кортеж довжиною s > 0.

1.Нехай 

. Проекцією кортежа ( на (-у вісь називається та через прi ( позначається і-а компонента кортежа, тобто аi. Таким чином
прi ( 

.

2. Нехай 

 та 

. Проекцією кортежа ( на осі з номерами 

 називається та через прi1,i2,...,iq( позначається кортеж 

. Таким чином, 
прi1,i2,...,iq(  =   

.

   Df
3. Проекцією кортежа ( на пусту множину осей називається та через прǾ( позначається пустий кортеж 
[image: image10.wmf]L

. Таким чином,

прǾ(   (   (.
Df
ІІ. Проекцією пустого кортежа ( на пусту множину осей називається та через прǾ(  позначається пустий кортеж (. Таким чином
прǾ (   (   (.
Df
Визначимо тепер поняття  проекція множини. Це поняття буде визначеним тільки для випадку, коли проектована множина складається із кортежів однакової довжини і основна суть його - це: проекція множини M - є множиною проекцій кортежів із M .
1. Нехай М – множина кортежів довжиною s>0.

а) нехай 1 < i < s. Проекцією множини М на і-у вісь називається та через прі М позначається множина проекцій кортежів із множини М на і-у вісь.
Графік. 

Одним із найважливіших понять дискретного аналізу є поняття графіка.  Графік – це множина пар, тобто множина, кожний елемент якої є парою. Чи іншим способом: множина Р називається графіком, якщо кожний її елемент є парою. Поняття графіка є узагальненням відомого з школи поняття графіка функції.

Областю визначення графіка Р називається множина пр1 Р. Областю значень графіка називається множина пр2 Р.

Для графіка наявні дві операції:

а) інверсія графіка - одномісна;

б) композиція графіків -  двомісна.

Інверсія графіка Р – це множина інверсій пар із Р. Пара <c, d> називається інверсією пари <a, b>, якщо c = b, d  = a.

Графік R називається композицією графіків P і Q , якщо <x, y> R тоді і тільки тоді, коли існує таке z , що <x, z> 
[image: image11.wmf]Î

 P і  <z, y> 
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 Q. Композицію графіків позначають як P 
[image: image13.wmf]o

 Q .

Графік Р називається функціональним, якщо в ньому немає пар із  однаковими першими та різними другими компонентами, або іншими словами – функціональний графік – це графік, функція якого на кожному з елементів приймає тільки одне значення. 

Функція. 

Функція – це функціональна відповідність, тобто відповідність із функціональним графіком. Або іншими словами, функція – це трійка множин 
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, перша компонента якої є, по-перше, підмножиною прямого добутку другої та третьої компоненти 
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та, по-друге,  функціональним графіком, тобто в F немає пар із однаковими першими та різними другими компонентами.
Функції позначаються малими латинськими буквами.

Функція f із областю визначення (відправлення) X та з областю значень (прибуття) Y називається функцією типу 
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. Іще говорять, що функція f переводить (відображає) елемента а в елемент b.

Функція 
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 називається ніде не визначеною , якщо 
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Функція 
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 називається константною, якщо  існує такий елемент
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.  Якщо функція константна на А, то вона й визначена на А. 

Функція 
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називається всюди визначеною, якщо вона визначена на X. Всюди визначену функцію називають також відображенням, а всюди визначену функцію виду 
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 - називають відображенням множини X у множину Y.

Потужністю (чи кардинальним числом) множини називається кількість елементів у ній.

Множина класів еквівалентності називається фактор-множиною множини A за відношенням R. Усяка дифункціональна відповідність R  A  B задає на своїх областях визначення і значень відношення еквівалентності, фактор-множини за якими вони рівнопотужні.

Групи підстановок: перестановки та підстановки, розклад підстановок, цикли, транспозиція. Поняття групи. 

Група (нім. Gruppe) - одне з основних понять сучасної математики. Теорія груп вивчає в найзагальнішій форми операцій, що найчастіше зустрічаються в математиці та її застосуваннях (приклади таких операцій - додавання чисел, множення чисел, додавання векторів, послідовне виконання перетворень тощо). При цьому теорія груп вивчає не зовсім довільні операції, а лише ті, котрі володіють рядом основних властивостей, що перелічуються у визначенні групи.
Для того, щоби дати визначення групи розглянемо спочатку поняття взаємно однозначного відображення множини на себе. У випадку скінченної множини таке відображення називають підстановкою.

Хай множина М складається з чисел 1, 2, 3: М = {1, 2, 3}. Щоби задати довільну підстановку  множини М, достатньо вказати для кожного з чисел  1, 2, 3 то число, у яке воно відображається цією підстановкою. Зобразимо цю процедуру у вигляді таблиці з двох строк
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Аналогічно можна вказати всі можливі різні підстановки множини М, їх буде шість:

(1  = 
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,  (3 = 
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,  (6  =  
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Далі визначимо на множині S = { (1, (2,..., (6 }  усіх підстановок операцію множення (композиції) підстановок. Добутком підстановок (i  та (j будемо називати нову підстановку (k,  яка отримується в результаті послідовного виконання спочатку підстановки (i, а потім (j (записується як  (i(j = (k). Наприклад:
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Добуток двох підстановок залежить від порядку розміщення співмножників.

Множина із визначеною таким чином операцією множення називають групою підстановок множини М.

Операція множення на множині S має наступні властивості. По-перше операція асоціативна для будь-яких (i , (j, (k.
По-друге, тотожна підстановка, що переводить кожний елемент в себе, відіграє роль одиниці в звичайному множенні для будь-якої підстановки (i .

Нарешті, разом із кожною підстановкою (i  множина S містить зворотну підстановку (j , яка переводить число а в число b тоді і тільки тоді, коли вона переводить число b в число a.

Ці три властивості зберігаються  у випадку підстановок довільної скінченної множини.

Необхідно відмітити, що наведені терміни операції множення та її властивостей є узагальненим поняттям і під них підпадають і інші операції, які володіють вказаними властивостями.

Отже, формальне визначення групи наступне: Нехай G - довільна не порожня множина, на якій задана бінарна алгебраїчна операція ° , тобто для будь-яких двох елементів a, b, із G визначений деякий елемент ( що позначається, наприклад, a ° b) також із G. Якщо при цьому виконуються умови: 1) (a °b) ° c = a °  (b ° c) для будь-яких a, b і c із G; 2) у G існує такий елемент e (що називається одиницею, іноді - нейтральним елементом), що a° e = e ° a = a  для будь-якого a з G; 3) для будь-якого a з G існує такий елемент a v1 (зворотний до a елемент), що a ° a v1 = a v1 ° a =  e, та множина G із заданою на ній операцією   назвемо групою.
Перерахуємо деякі приклади груп:

1. Множина всіх ненульових дійсних чисел відносно операції множення - "мультиплікативна група дійсних чисел R".

2. Множина всіх цілих чисел відносно операції додавання - "адитивна група цілих чисел Z".

3. Множина всіх векторів у просторі відносно операції додавання векторів.

4. Множина всіх многочленів із дійсними коефіцієнтами відносно операції додавання многочленів

Групи виду 1-4 мають нескінченно багато елементів , а група S - скінченна (6 елементів). Число елементів скінченної групи називається її порядком.

Квазігрупа (від латинського слова quasi - начебто, майже і слова група) -групоїд, бінарна операція якого (наприклад, *) така, що кожне з рівнянь a * x = b,  y * a  = b має єдине рішення для будь-яких елементів a, b цієї множини. Квазігрупа одне з узагальнень поняття група. Особливо близькі до груп квазігрупи з одиницею лупи, визначення яких випливає з аксіом груп відкиданням вимоги асоціативності. Квазігрупу можна розглядати і як універсальну алгебру з трьома бінарними операціями (додатково ліве і праве ділення). 

Гомоморфний образ квазігрупи, узагалі говорячи, не квазігрупа, а групоїд із діленням. Гомоморфізмам квазігрупи на квазігрупі відповідають конгруенції спеціального типу (т.зв. нормальні конгруенції). Значно більшу роль, ніж гомоморфізми, у теорії і класифікації груп грають ізотопії. Ізотопія - це відношення еквівалентності для бінарних операцій на фіксованій множині, обумовлена за допомогою трьох підстановок цієї множини. Виявляється, що всякий групоїд, ізотопний квазігрупі, - сам квазігрупа, а всяка квазігрупа ізотопна деякій лупі. Для груп поняття ізотопії збігається з поняттям ізоморфізму. 

Таблиця множення скінченної квазігрупи (таблиця Келі) у комбінаториці відома під назвою латинський квадрат. Одна з задач комбінаторної теорії квазігруп - пошук систем взаємно ортогональних квазігруп на заданій множині - важлива для побудови скінченних проективних площин.

Лупа, Лі-квазігрупа з одиницею, визначення якої випливає з аксіом групи відкиданням вимоги асоціативності, особливо близька до групи. Напівгрупа - множина, із визначеною на ній бінарною операцією, що задовольняє закону асоціативності, тобто групоїд (A, * ), у якому для кожної трійки елементів a , b і с виконується умова a *(b * с) =(a * b) *с). Поняття напівгрупи є узагальнення поняття групи: з аксіом групи залишається лише одна; цим пояснюється і термін  напівгрупа. 

Теорія напівгруп належить до числа порівняно молодих областей алгебри. Перші дослідження, присвячені напівгрупам, відносяться до 20-х р. ХХ ст. і зв'язані з ім'ям А. К. Сушкевича. Він, зокрема, визначив побудову скінченної напівгрупи без власних ідеалів. До кінця 50-х рр. теорія напівгруп сформувалася в самостійну галузь сучасної алгебри з багатою проблематикою, різноманітними методами і тісними зв'язками з багатьма галузями математики як власне алгебраїчними (у першу чергу, з теорією груп і теорією кілець), так і іншими, наприклад, із функціональним аналізом, диференціальною геометрією, алгебраїчною теорією автоматів. Приклади напівгруп надзвичайно численні. Це, наприклад: 

· ·різні множини чисел разом із операцією  додавання чи множення, замкнуті щодо розглянутої операції (тобто зберігаючі разом із будь-якими двома своїми елементами їхню суму, відповідно, чи добуток); 

· ·напівгрупа матриць щодо множення; 

· ·напівгрупа функцій відносно поточкового множення *, що задається формулою f*( g) (x) = f(x) g(x);  

· ·напівгрупа матриць щодо операції перетинання чи об'єднання; 

· ·один із найпростіших прикладів напівгрупи - множина усіх натуральних чисел щодо додавання; ця напівгрупа є частиною (піднапівгрупою) групи цілих чисел за додаванням, як говорять, вложима в групу цілих чисел. 
Далеко не всяка напівгрупа вложима в яку-небудь групу: необхідною умовою такої укладеності є закон скорочення згідно якого кожна з рівностей ac = bc, ca = cb спричиняє a = b; виконання закону скорочення не досить для такої укладеності, але, наприклад, комутативна напівгрупа з законом скорочення вложима в групу. 
Якщо на множині FX усіх скінченних послідовностей елементів довільної множини (алфавіту) X задати операцію * формулою

(x1, . . . , xm) * (y1, . . . , yn) = (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn),

то FX стане напівгрупою; вона називається вільною напівгрупою над алфавітом X. Роль вільних напівгруп у загальній теорії визначається тим, що всяка напівгрупа є гомоморфний образ придатної вільної напівгрупи. Важливу роль грають вільні напівгрупи й у деяких застосуваннях, насамперед у теорії формальних мов і кодів. 
Усяка сукупність перетворень довільної множини M, замкнута щодо операції композиції (послідовного виконання), буде напівгрупою щодо цієї операції; така, зокрема, сукупність усіх перетворень множини M, називається симетричною напівгрупою намножини M. Багато важливих сукупностей перетворень виявляються напівгрупами щодо композиції, причому часто вони не є групами. З іншого боку, усяка напівгрупа ізоморфна деякій напівгрупі перетвореннь. Усе це визначає як роль напівгруп перетворень у загальній теорії напівгруп, так і роль теорії напівгруп для вивчення в самому загальному виді перетворень з погляду їхньої композиції. У великій мірі через розгляд перетворень здійснюються зв'язки теорії напівгруп з іншими галузями математики. 

Як і в інших алгебраїчних теоріях, однією з головних задач теорії напівгруп є класифікація всіляких напівгруп, опис їхньої побудови. Це здійснюється насамперед накладенням на розглянуті напівгрупи різних обмежень і виділення цим усіляких типів напівгруп. Серед важливих типів - регулярні напівгрупи, тобто напівгрупи, у яких для будь-якого елемента a існує такий елемент x, що axa = a.

Регулярними є, наприклад, напівгрупа всіх матриць даного порядку над тілом, симетричні напівгрупи, напівгрупи всіх часткових перетворень множин. Регулярні напівгрупи належать до числа найбільш активно досліджуваних у теорії напівгруп. 

Помітну частину загальної теорії складає теорія подання напівгруп перетвореннями і матрицями. Точка зору теорії подання нерідко проливає додаткове світло на деякі типи напівгруп, природно обумовлені з погляду аксіоматики. Внесення в напівгрупи додаткових структур, погоджених із напівгруповою операцією, виділяє особливі розділи теорії напівгруп, такі, як теорія топологічних напівгруп, теорія упорядкованих напівгруп.

Моноїд - це, за визначенням, напівгрупа з одиницею. 

Кінцевою метою власне теорії груп є опис усіх можливих групових операцій. Теорія груп розпадається на ряд великих розділів, що поділяються найчастіше додатковими умовами на групову операцію чи внесенням у групу додаткових структур, зв'язаних певним чином із груповою операцією. Перелічимо найважливіші розділи теорії груп. 

1. Теорія скінченних груп. Основна проблема цієї найстаршої галузі теорії груп - класифікація так званих простих скінченних груп, що грають роль будівельних блоків при побудові довільної скінченної групи. 

2. Теорія абелевих груп. Відправною точкою багатьох досліджень у цій галузі служить основна теорема про звичайно породжені абелеві групи, що цілком з'ясовує їхню побудову. 

3. Теорія розв'язних і нільпотентних груп. Поняття розв'язної групи є узагальненням поняття абелівської групи. Воно, власне кажучи, йде від Е. Галуа і тісно зв'язане з можливістю розв'язання рівнянь у радикалах. 

4. Теорія груп перетворень. Поняття групи виникло історично саме як поняття групи перетворень, але надалі було звільнене від цієї конкретної оболонки. Проте теорія груп перетворень залишилася важливою частиною загальної теорії. Типове питання в ній: якими абстрактними властивостями володіє група, задана як група перетворень деякої множини? Особливу увагу складають, зокрема, група підстановок і група. 

5. Теорія подання груп - важливе знаряддя вивчення абстрактних груп. Абстрактне подання групи у вигляді деякої конкретної групи (наприклад, у виді групи чи підстановок матриць) дозволяє проводити тонкі обчислення і з їх допомогою виявляти важливі абстрактні властивості. Особливо великі успіхи теорії подання у теорії скінченних груп, де з її допомогою отриманий ряд результатів, недоступних поки абстрактним методам. 

6. З розділів теорії груп, що поділяються внесенням у групи додаткових структур, погоджених із груповою операцією, відзначимо теорію топологічних груп (у них групова операція в деякому змісті безупинна), зокрема її найстаршу галузь – теорію груп Лі . 

Теорія груп є однією із найрозвинутіших областей алгебри і має численні застосування як у самій математиці, так і за її межами. Наприклад, за допомогою теорії груп Е. С. Федоров (1890) вирішив задачу класифікації правильних просторових систем точок, що є однією з основних задач кристалографії. Це був історично перший випадок застосування теорії груп безпосередньо в природознавстві. Велику роль грає теорія груп у фізиці, наприклад, у квантовій механіці, де широко використовуються поняття симетрії та теорія подання груп лінійними перетвореннями. 

Історична довідка. Поняття групи послужило в багатьох відношеннях зразком при перебудові математики на рубежі 19-20 ст. Джерела поняття групи виявляються в декількох дисциплінах, головна з яких - теорія рішень алгебраїчних рівнянь у радикалах. У 1771 році Ж. Лагранж і А. Вандермонд уперше для нестатків цієї теорії застосували підстановки. Потім у ряді робіт П. Руффіні(1799 і пізніше), присвячених доказу нерозв'язності рівняння 5-ої степені в радикалах, систематично використовується замкнутість множини підстановок щодо їхнього множення і, власне кажучи, описані підгрупи всіх підстановок п'яти символів. Глибокі зв'язки між властивостями груп підстановок і властивостями рівнянь були встановлені Н. Абелем (1824) і Е. Галуа (1830). Е. Галуа належать і багато досягнень власне в теорії груп: відкриття ролі так званих нормальних підгруп у зв'язку з задачею про можливість розв'язання рівнянь у радикалах, установлення властивості простоти знакозмінних груп ступеня n = 5 і ін.; він же ввів термін група: (le groupe), хоча і не дав строгого визначення. Важливу роль у систематизації і розвитку теорії груп зіграв трактат К. Жордана (1870) про групи підстановок. 

Незалежно і з інших міркувань ідея груп виникла в геометрії, коли в середині 19 ст. на зміну єдиної античної геометрії прийшли численні геометрії: і гостро встало питання про встановлення зв'язків і споріднення між ними. Вихід з положення, що створилося, був намічений дослідженнями з проективної геометрії, присвяченими вивченню поводження фігур при різних перетвореннях. Поступово інтерес у цих дослідженнях перейшов на вивчення самих перетворень і пошук їхньої класифікації. Таким вивченням геометричного спорідненості багато займався А. Мйобіус. На більш свідомому рівні класифікацію геометрій дав А. Келі (1854 і далі), він явно користувався терміном група:, систематично використовував таблиці множення, що нині  називаються таблицями Келі, довів представимість усякої скінченної групи підстановками. Заключним етапом на цьому шляху з'явилася ерлангенська програма Ф. Клейна (1872), що поклала в основу класифікації геометрій поняття групи перетворень: кожна геометрія визначається деякою групою перетворень простору, і тільки ті властивості фігур належать до даної геометрії, що інваріантні щодо перетворень відповідної групи. 

Третє джерело поняття групи - теорія чисел. Уже Л.Ейлер (1761), вивчаючи лишки, що залишаються при діленні степені, власне кажучи користався порівняннями і розбиттями на класи лишків, що теоретико-груповою мовою означає розкладання групи на суміжні класи за підгрупою. К. Гаусс у арифметичних дослідженнях (1801), займаючись рівнянням поділу кола, фактично визначив підгрупи його групи Галуа. Там же, вивчаючи композицію двійкових квадратичних форм, К. Гаусс, власне кажучи, доводить, що класи еквівалентних форм утворять щодо композиції скінченну абелеву групу. 

Усвідомлення в кінці 19 століття принципової єдності теоретико-групових ідей, що існували на той час незалежно в різних областях математики, привело до вироблення сучасного абстрактного поняття груп. (С. Лі, Г. Фробеніус і ін.). Так, вже в 1895 С. Лі визначав групу як сукупність перетворень, замкнуту щодо їхньої композиції, що задовольняє умовам 1), 2), 3). Вивчення груп без припущення їхньої скінченності і без будь-яких припущень про природу елементів вперше оформилося в самостійну область математики з виходом книги О. Ю. Шмідта “Абстрактна теорія груп” (1916). 

Приклади груп. 1) множина G різних рухів евклідової площини, що самосполучають дану фігуру, операцією на який служить композиція рухів (якщо 
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 - два рухи з G, то результатом їхньої композиції назвемо рух 
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, рівносильний послідовному виконанню спочатку руху 
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, а потім руху 
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), утворить т.зв. групу симетрій фігури. Одиницею в цій групі буде тотожне перетворення площини, а зворотним до 
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 елементом - зворотне до 
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 перетворення. Група G є характеристикою більшої чи меншої симетричності фігури: чим більша множина G, тим симетричніша фігура. Наприклад, група симетрій квадрата (рис.2.3, а) складається з восьми рухів

Рис.2.3. Групи симетрій


(чотири повороти навколо центра квадрата і чотири відображення: два - щодо діагоналей і два - відносно прямих, що з'єднують середини протилежних сторін). Для кола (рис.2.3, б) група симетрій уже містить нескінченно багато елементів (наприклад, усі повороти навколо центра), а для фігури, намальованої на малюнку (в) група симетрій складається з одного тотожного перетворення. 
Якщо Z - множина усіх цілих чисел, а операція на Z їхнє звичайне додавання + , то Z група. Роль e буде грати число 0, а роль зворотного до Z елемента - число z. Частина H множини Z , що складається з парних чисел, сама буде групою щодо тієї ж операції. У такому випадку говорять, що H - підгрупа групи Z . Обидві групи Z і H задовольняють наступній додатковій умові: 4) a + b = b + a для будь-яких a і b із групи. Усяка група, у якій виконується умова 4) називається комутативною чи абелевою. 
3) Множина усіх підстановок n символів утворить групу щодо множення підстановок, названо симетричною групою. При n  3 симетрична група неабелева. Порядок (число елементів) симетричної групи дорівнює n! . Черговість утворення перерахованих вище понять наочно представлена у виді спрямованого графа. Букви, приписані точкам графа, означають: G - групоїд, K - квазігрупа, F - напівгрупа, C - група, A - абелева група. 
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Абелева група є група (A, ),  у якій для будь-яких двох елементів a, b  A  має місце a  b = b  a. При однаковому порядку елементів у заголовному рядку і заголовному стовпці таблиця операції абелевої групи симетрична щодо головної діагоналі.

 Властивості елементів групи. Теоретико-групові конструкції. Відображення груп

Циклічна група. Група називається циклічною, якщо вона містить елемент, множина степенів якого вичерпує всю групу. 
Якщо група G містить дві такі підгрупи A і B, що кожний елемент g G  можна єдиним чином зобразити у вигляді g = a b,  де aA та b  B, і для будь-яких елементів a  A та b  B має місце a b = b a, то групу G називають прямим добутком підгруп A і B і пишуть: G= A  B. Аналогічно визначається прямий добуток декількох підгруп групи G. 

Теорема Лагранжа. Якщо A - підгрупа скінченної групи G, то G ділиться націло на  A.

Наслідком цієї теореми є той факт, що порядок будь-якого елемента скінченної групи служить дільником порядку групи. Інший наслідок полягає в тому, що група простого порядку є циклічною. 

Примарною групою (p-групою) називається група, порядки всіх елементів якої є степенями деякого заданого простого числа p. 
Елементарною групою називається група, у якій порядок кожного елемента, відмінного від одиничного, є деяке задане просте число. Очевидно, всяка елементарна група є p-групою. 

Нормальний дільник. Підгрупа N групи G називається нормальним дільником групи G, якщо для кожного елемента x  G  множина N x = {nx n  N} збігається з множиною x N = {xn n  N}. Це записується у вигляді N > G. 

Інваріантний елемент. Елемент c групи G називається інваріантним, якщо він перестановочний з кожним елементом групи G, тобто якщо c x = x c, для всякого x  G. . 

Центр групи. Інваріантні елементи групи G утворюють її нормальний дільник Z(G), що називається центром цієї групи. 
Теорема. Якщо порядок групи є степінню простого числа, то її центр містить елементи, відмінні від одиничного елемента. 

Спряжені елементи групи. Два елементи a і b групи G називаються спряженими, якщо існує такий елемент g , що a g = g b, тобто якщо g-1 a g = b. Говорять також, що a отримується трансформацією елемента b елементом g . Якщо g-1a g = a, то елемент a називається інваріантним щодо трансформації елементом g. 
Спряжена підгрупа. Якщо для підгруп A і B групи G знайдеться такий елемент g О G, що A g = g B, тобто g-1A g = B, то підгрупа B називається спряженою підгрупі A у G. Говорять також, що підгрупа B виходить трансформацією підгрупи A елементом g. Якщо g-1A g = A, то підгрупа A називається інваріантної щодо трансформації елементом g. Оскільки нормальний дільник групи інваріантний щодо трансформації будь-яким її елементом, то його називають також інваріантною підгрупою групи. 

Покажемо зараз на прикладі (див. рис. нижче), як поняття теорії груп дозволяють стисло виражати деякі геометричні факти. Креслення ліворуч ( де P - фіксована точка, t - фіксована пряма, X - змінна точка, що пробігає множину усіх точок площини) приводить нас до наступної теореми: Результат послідовного відображення точки X відносно прямої t, отриманого образу щодо точки P і цього нового образу знову відносно прямої t збігається з результатом відображення точки X щодо точки PP- , симетричної точці P відносно прямої t. 
Сформулюємо цей факт у термінах групи рухів площини. Відображення щодо точки P позначимо через  . Очевидно,  2 = 1, тобто  = -1. Аналогічно, позначивши відображення відносно прямої t через   , одержуємо, що   2 = 1, звідкіля  -1 = . Тепер наше геометричне твердження про послідовні відображення може бути виражено наступною формулою:   =  -1 . Креслення праворуч показує, що три послідовних відображення – відносно точки P, потім прямої t і, нарешті, знову точки P - рівносильні відображенню відносно прямої tR, симетричної прямої t відносно точки P. Це можна виразити формулою:    =  -1 .
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Крім того, легко перевірити, що умова належності точки P прямій t рівносильна умові   =   . Щоб переконатися в цьому, досить помітити, що в першому випадку умова  -1  =  означає збіг точок P і P- , тоді як у другому випадку умова -1  =  означає збіг прямих t і t-.

Переваги мови теорії груп стають особливо переконливими, якщо виражені на цій мові геометричні поняття і відношення спробувати виразити також засобами аналітичної геометрії.

Основна теорема абелевих груп. Будь-яка скінченна абелева група розкладається в прямий добуток циклічних груп, порядки яких є степенями простих чисел; множина степенів простих чисел, що є порядками зазначених груп, однозначно визначається порядком самої групи. 

Звідси випливає, що абелева група однозначно визначається з точністю до ізоморфізму скінченним набором степенів простих чисел.

Нехай дані множина H = {1, 2, . . . , n} і група підстановок  цієї множини. Стабілізатором елемента x H називається наступна підгрупа групи :

x = { x = x}

Орбітою елемента x щодо групи Г називається множина x = {x    }. У обох випадках через x позначається елемент, у який підстановка   переводить x. 

Група підстановок  множини H називається регулярною, якщо для кожного xH  має місце x = 1. 

КІЛЬЦЯ І ПОЛЯ

Кільце - одне з основних понять сучасної алгебри. У різних областях математики часто приходиться мати справа з різноманітними множинами, над елементами яких можна виконати дві операції, дуже схожі за своїми властивостями на додавання і множення звичайних чисел. Предметом теорії кілець є вивчення властивостей великого класу такого роду множин. 

Кільцем називається не порожня множина R, для елементів якої визначені дві бінарні операції - додавання і множення ( що позначаються + і · відповідно; знак ·  звичайно опускається), причому передбачаються виконаними наступні аксіоми кілець (a, b, c  R):
1. Комутативність додавання: : a+ b = b + a. 
2. Асоціативність додавання: : a + (b + c) = (a + b) + c. 

3. Оборотність додавання (можливість вирахування): рівняння a+x = b має рішення x = b - a  R. 

4. дистрибутивність множення щодо додавання: a (b + c) = a b +  a c та (b + c) a = b a +  c a. 

Кільце є узагальненням системи (Z, +, · ) цілих чисел, однак у кільці умова a b = ba може порушуватися і рівність a b = 0 може мати місце і тоді, коли a f 0 і  b f 0 a.

Із властивостей 1-3 ясно, що елементи кільця утворять абелеву групу щодо додавання: вона називається адитивною групою кільця. Нуль 0 цієї групи щодо множення є поглинаючим: елементом, тобто a ( 0 = 0( a = 0 для будь-якого елемента a кільця. Кільце, узагалі говорячи, може містити і так звані дільники нуля, тобто такі ненульові елементи a і b, добуток яких дорівнює 0. 

Одиницею називається такий елемент 1 кільця R, що a ( 1 = 1( a = a для всіх aR.  Кільце не зобов'язане мати одиницю, але якщо вона є, то тільки одна. 
Приклади кілець: 

1) множина усіх цілих чисел; 

2) множина усіх парних чисел і взагалі цілих чисел, кратних даному числу m; 

3) множина усіх раціональних чисел; 

4) множина усіх дійсних чисел; 

5) множина усіх комплексних чисел; 

6) множина усіх гаусівських чисел, тобто комплексних чисел a + bi  з цілими a і b; 

7) множина усіх многочленів від одного чи декількох змінних із раціональними, дійсними чи комплексними коефіцієнтами; 

8) множина усіх функцій, неперервних на даному відрізку числової прямої; 

9) множина усіх квадратних матриць порядку n із дійсними (чи комплексними) елементами; 

10) множина усіх кватерніонів; 

11) множина усіх чисел Келі; 

12) множина усіх симетричних матриць порядку n із дійсними елементами щодо додавання матриць і жорданового множення a о b = +(ab + ba), де в правій частині стоїть звичайний добуток матриць; 

13) множина усіх векторів тривимірного простору щодо звичайного додавання і векторного множення. 

У багатьох випадках на множення в кільцях накладають додаткові обмеження. Так, якщо a(bc)=(ab)c, то кільце називають асоціативним (приклади 1 - 10); якщо в кільці виконуються рівності (aa)b = a(ab), (ab)b = a(bb), то воно називається альтернативним (наприклад, 11); якщо в кільці виконуються рівності ab = ba і (ab)(aa)=((aa)b)a, то воно називається жордановим кільцем (наприклад, 12); якщо в кільці виконуються рівності a2=0, a(bc) + b(ca) + c(ab) = 0, то воно називається кільцем Лі  (приклад 13); якщо ab=ba, то кільце називається комутативним (приклади 1- 8, 12). Асоціативно-комутативне кільце з одиницею і без дільників нуля називається областю цілісності (приклади 1 - 7). Асоціативне кільце, у якому при a < > 0 розв'язні обоє рівняння ax = b і xa = b, називається тілом (приклади 3 - 5, 10); тіло має одиницю і не має дільників нуля. Комутативне тіло називається полем. 
Тіло є така система (A, + , ( ), що система (A, +) є абелівською групою, а система (A- , ( ), де A- отримується з A видаленням нульового елемента (тобто нейтрального елемента абелівської групи), є групою й операція ( дистрибутивна щодо операції + . Якщо система (A- , ( ) також є абелівською групою, то тіло називають комутативним (або полем). 
Теорема. Кільце є тілом тоді і тільки тоді, коли воно містить не менше двох елементів і обидва рівняння ax = b і xa = b, розв'язні для будь-яких елементів a, b A,  де a f 0. 

Тіло служить узагальненням системи (Q, + , ( ) раціональних чисел, однак вимога комутативності множення опускається. 

Теорема Веддербьорна. Усяке скінченне тіло коммутативне. 

Квазітіло є така система (A, + ,   ), що система (A, +) є абелівською групою, а система (A,   ) – квазігрупою з одиничним елементом (тобто лупою), причому має місце ліва дистрибутивність, тобто для будь-яких трьох елементів a, b, c  A виконується рівність a (b  c) = (a b)  (a c). Якщо має місце також і права дистрибутивність, то квазітіло називається дистрибутивним. 
Якщо операція  асоціативна, то квазітіло називається асоціативним. 

Альтернативне квазітіло - це дистрибутивне квазітіло, для якого виконуються наступні умови: 
a (a- x) = x , якщо  a f 0  і aa- = 1; 

(x a- )a-- = x , якщо a- -f 0 і a- a- -= 1. 

Теорема. Дистрибутивне й асоціативне квазітіло є тілом. 
Ієрархія систем із двома бінарними операціями зображена на малюнку. Позначення: G - кільце, Q - квазіполе, D - дистрибутивне квазіполе, A - асоціативне квазіполе, T - тіло, K - комутативне тіло.
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Дуже важливі для багатьох розділів алгебри кільця многочленів над довільним полем і кільця матриць над тілами, що визначаються аналогічно до кілець прикладів 7 і 9. Багато класів кілець знаходять застосування і поза алгеброю. Найважливішими з них є кільця функцій і кільця операторів, що зіграли велику роль у розвитку функціонального аналізу. 
Нехай   - довільне асоціативне кільце з одиницею. Кільце A (не обов'язково асоціативне) називається алгеброю над   чи операторним кільцем з кільцем операторів , якщо визначений добуток будь-якого елемента з  на елемент із A, що лежить у A, причому так, що для всіх     , a, bA справедливі співвідношення 

( + )a = a + a, (a + b) = a + b, 

(a) = ()a, 1a = a, (ab) = (a)b.

А якщо кільце F комутативне, то прийнято вимагати посилення останньої умови:  (ab) = (a)b = a(b)

Будь-яке кільце можна вважати алгеброю над кільцем цілих чисел, якщо розуміти добуток na (де n - ціле число), як суму n зразків елемента a: a + a + . . . + a .

Якщо A - алгебра над полем (називають також лінійною алгеброю), то, згідно з визначенням, A є векторним простором над цим полем, а значить має базис. Це дає можливість будувати алгебри над полем за базисом, для чого досить задати таблицю множення базисних елементів. Алгебра над полем називається скінченномірною, якщо вона скінченномірна як векторний простір. Розмірність цього векторного простору називається над рангом алгебри. Наприклад, поле C комплексних чисел є алгебра рангу 2 над полем R дійсних чисел, кватерніони утворять алгебру рангу 4 над полем R, повне кільце матриць порядку n із елементами з поля F  - алгебра рангу n2 над  . 

У теорії кілець важливу роль грають поняття гомоморфізму й ізоморфізму. Багато міркувань і описів проводяться з точністю до ізоморфізму, тобто ізоморфні кільця й алгебри не розрізняються. Гомоморфізм - це таке відображення j  кільця A у кільце A ', що для будь-яких a, b A 

 (a + b) = a + b, (ab) = (a)(b),

тобто   перестановочне з кільцевими операціями. Для алгебр (над тим самим ) вимагають також, щоб було ( a)  =  (a )    для будь-якого   . Якщо при цьому  - бієктивне відображення (тобто взаємно однозначне відображення на A'), то воно називається ізоморфізмом, а кільця (алгебри) A і A' ізоморфними. 

Множина M елементів кільця (алгебри) A називається підкільцем (підалгеброю), якщо M саме є кільцем (алгеброю) щодо операцій, визначених у A; M називається лівим (правим чи двостороннім) ідеалом, якщо, крім того, для будь-яких елементів m  M і a  A добуток am (відповідно, ma чи як am, так і ma) лежить у M. Елементи a, b  A називаються порівнянними за ідеалом M, якщо b - a  M. Усі A розбивається на класи порівнянних елементів - класи лишків за ідеалом. Таким чином, всякий ідеал визначає на множині A відношення еквівалентності, причому для двостороннього ідеалу це відношення - конгруенція, і можна визначити додавання і множення (множення на елемент поля) класів лишків за двостороннім ідеалом M через додавання і множення елементів цих класів. Щодо цих операцій класи лишків утворять кільце (алгебру), яку називають факторкільцем (факторалгеброю) A/M. Має місце теорема про гомоморфізми: якщо кожному елементу з A поставити у відповідність клас, що містить його , то виходить гомоморфізм A на A/M; назад, якщо A гомоморфно відображається на A', та множина M елементів із A, що відображаються в нуль кільця (алгебри) A', буде двостороннім ідеалом у A і A/M ізоморфне A'. Кільце без двосторонніх ідеалів називається простим. 

Перехід від алгебри до її підалгебр і факторалгебр є одним зі способів одержання нових алгебр. Наприклад, із алгебри многочленів від досить великого числа змінних над полем  (у якості гомоморфного образу) може бути отримана будь-яка асоціативно-комутативна алгебра над полем .

ПОЛЕ

Поле - алгебраїчне поняття, широко використовуване в багатьох розділах математики. Поля складають особливий підклас кілець. 

Поле може бути визначене як множина, що містить не менше двох елементів, на якому задані дві бінарні алгебраїчні операції - додавання і множення, обидві асоціативні і комутативні, зв'язані між собою законом дистрибутивності, тобто для будь-яких a, b, c із поля справедливе: 
a  b  b  a , ab  ba , 

(a  b)  c  a  (b  c), (ab) c a (bc), 
(a  b) c  ac  bc .

Крім того, у полі потрібно існування нульового елемента 0 (нуля), для якого 0 + a = a, і для кожного елемента a протилежного елемента -a, тобто такого елемента, що a + (-a ) = 0, а також існування одиничного елемента e (одиниці), для якого ae = a, і для кожного ненульового елемента a існування зворотного елемента a-1, тобто такого елемента, що aa-1 = e. Звідси випливає, що в полі здійсненна операція вирахування, а також операція ділу на ненульовий елемент. Таким чином, всі елементи поля утворять абелеву групу за додаванням (адитивна група поля), а всі ненульові елементи - абелеву групу за множенням (мультиплікативна група поля).

Многочлени. Неприводимі многочлени. 

Прикладами полів (щодо природних операцій додавання і множення) є: множина усіх раціональних чисел Q, множина усіх дійсних чисел R, множина усіх комплексних чисел C, множина всіх алгебраїчних чисел, множина усіх раціональних функцій від одного чи декількох змінних із дійсними коефіцієнтами (а також з коефіцієнтами з довільного поля). Множина елементів поля може бути скінченною. Такі поля називають полями Галуа. 

Скінченні поля

Найпростіші приклади скінченних полів - поля лишків кільця за простим модулем. 

Може виявитися, що в полі дорівнює нулю ціле кратне na якого-небудь відмінного від нуля елемента a. У цьому випадку існує таке просте число p, що p-кратне будь-якого елемента цього поля дорівнює нулю. Говорять, що в цьому випадку характеристика поля дорівнює p (такі поля лишків за модулем p). Якщо ж naf 0 ні для яких ненульових n і a, то характеристика поля вважається рівною нулю. У поля не може бути дільників нуля. Усяке поле є простим кільцем, тобто не містить ненульових ідеалів, що не збігаються з ним. І навпаки, усяке ненульове асоціативно-комутативне просте кільце з одиницею є поле. Поле називається простим, якщо воно не містить підполів, тобто таких підмножин, що самі є полями щодо тих же операцій додавання і множення. Якщо F - підполе в G, то G називають також надполем чи розширенням поля F. Усяке поле містить єдине просте підполе. Усі прості поля характеристики 0 вичерпуються полем раціональних чисел, а прості поля характеристики p - полем лишків за модулем p.

Основні задачі теорії поля - це опис усіх підполів даного поля, усіх розширень даного поля, класифікація полів з точністю до ізоморфізму і вивчення груп автоморфізмів полів.

Один зі способів огляду всіх полів - відправляючись від простого поля - одержувати опис усіх полів, вивчивши структуру розширень. Розширення, що породжується приєднанням до F одного елемента, називається простим. Можливі прості розширення двох типів: а) просте трансцендентне розширення, що отримується, якщо за G узяти поле всіх раціональних функцій однієї змінної з коефіцієнтами з F, і б) просте алгебраїчне розширення, що отримується, якщо до F додати корінь деякого неприводимого над F многочлена f(x) і всі ті елементи, які можна виразити через цей корінь і елементи з F. У протилежному випадку кожний елемент отриманого надполя G є коренем деякого многочлена з коефіцієнтами з F. Розширення, що володіють цією властивістю, називаються алгебраїчними, а всі інші - трансцендентними. Важливий клас алгебраїчних розширень складають скінченні розширення, тобто розширення, що є скінченномірними векторними просторами над полем F. Будь-яке розширення можна виконати в два прийоми: спочатку зробити чисто трансцендентне розширення (утворивши поле раціональних функцій, необов'язково від однією змінної), а потім алгебраїчне. Алгебраїчних розширень не мають такі поля, у яких кожен многочлен розкладається на лінійні множники (вони називаються алгебраїчно замкнутими). Таке, наприклад, поле C комплексних чисел (основна теорема алгебри). Будь-яке поле міститься в деякому алгебраїчно замкнутому полі. 

У теорії чисел важливу роль грає вивчення скінченних розширень полів Q, так званих полів алгебраїчних чисел. Теорія поля вивчає також поля, що несуть деякі додаткові структури, наприклад, нормовані поля, топологічні поля, упорядковані поля. 

Гратки, структури, - частково упорядкована множина, у якій кожна двоелементна підмножина має як точну верхню (sup), так і точну нижню (inf) грані. Звідси випливає існування цих граней для будь-яких непорожніх скінченних підмножин. 

Поява поняття гратка: відноситься до середини 19 століття. Чітко його сформулював Р. Дедекінд у роботах 1894 і 1897 років. Термін lattice, переведений як структура:, був уведений Г. Біркгофом у 1933 році. В даний час в українській термінології (через багатозначність слова структура:) він витиснутий перекладом гратка:. Історично роль теорії граток узгоджується тим, що багато фактів, що стосуються множини ідеалів кільця і множини нормальних підгруп групи, виглядають аналогічно і можуть бути доведені в рамках теорії дедекіндових граток. Як самостійний напрямок алгебри ця теорія сформувався в 30-х роках 20 століття. Найбільш важливі класи граток, крім дедекіндових, - це повні гратки, дистрибутивні гратки і булівські алгебри. 

Приклади граток: 

1) множина усіх підмножин даної множини, упорядкована за включенням; 

2) усяке лінійно упорядкована множина; причому якщо a / b, то sup{a,b} = b, inf{a,b} = a; 

3) множина усіх надпросторів векторного простору, упорядкованих за включенням, де inf - перетин, а sup - сума відповідних надпросторів; 

4) множина усіх ненегативних цілих чисел, упорядкованих за подільністю: a / b, якщо b = ac для деякого c. Тут sup - найменше загальне кратне, а inf - найбільший загальний дільник даних чисел; 

5) дійсні функції, визначені на відрізку ? 0, 1? , упорядковані умовою f  g, якщо  f(t)  g(t) для усіх t   0, 1. Тут sup{f,g} = u, де u(t) = max{f(t), g(t)}.

Гратки можуть бути також визначені як універсальна алгебра з двома бінарними операціями (вони позначаються  і • чи  і  , а також  і ), що задовольняє наступним тотожностям

(1) a  a = a, (1- ) a • a = a {ідемпотентність}, 

(2) a  b = b  a, (2- ) a • b = b • a {комутативність}, 

(3) (ф   и)   с = ф   (и   с)б (3- ) (ф •  и) •  с = ф •  (и •  с) {асоціативність}

(4) a (a   b) = a, (4- ) a   a •  b = a  {поглинання}. 

Зв'язок між цими двома визначеннями встановлюється за допомогою формул: 

a  b = sup {a, b a • b = inf {a, b},

і звортне. При цьому для будь-яких елементів a і b еквівалентні наступні твердження: (а) a ? b; (б) a b = a; (в) a   b = b. Поняття ізоморфізму граток як універсальних алгебр і як частково упорядкованих множин збігаються. Однак довільне ізотонне відображення граток R у гратки R- не зобов'язано бути гомоморфізмом цих граток як універсальних алгебр. 

КОНТРОЛЬНІ ПИТАННЯ 

1. Що таке множина?

2. Які існують способи задання множин?

3. Які основні операції виконуються над множинами?

4. Що таке: 

а)декартовий добуток множин;

б) декартова степінь деякої множини А;

в) бінарне відношення задане на множині А?

5.Назвіть основні властивості бінарних відношень. Яке відношення називається рефлексивним, симетричним, антисиметричним, транзитивним?

5. Чи будуть еквівалентними множини {a,b,c,d} i {a,b,c,d,d}?

6. Пояснити чому
[image: image43.wmf]}

{

,

4

,

3

,

2

,

1

3

Î

   
[image: image44.wmf]}

}

}

}

{

{

{

{

.

2

,

1

,

3

,

2

,

3

,

2

,

1

2

,

1

Ï


7. Що таке відношення часткового порядку для множин?
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