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ТЕМА 3. МАТЕМАТИЧНА ЛОГІКА. ТЕОРІЯ АВТОМАТІВ І ФОРМАЛЬНА ГРАМАТИКА

3.1. Функції алгебра логіки

До функцій алгебри логіки відноситься множина P2 усіх функцій 
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 таких, що значення функцій дорівнюють  чи нулю одиниці і визначені для всіляких наборів значень аргументів, що приймають такі два значення 0 чи 1. Щоб задати функцію, потрібно вказати, яке значення функції відповідає кожному з наборів значень аргументів, тобто виписати її таблицю істинності (табл. 3.1).

Таблиця 3.1.

Таблиця істинності для довільної багатомісної функції алгебри логіки

	
[image: image2.wmf]n

n

x

x

x

x

,

,...,

,

1

2

1

-


	
[image: image3.wmf](

)

n

n

x

x

x

x

f

1

2

1

,...,

,

-



	 0   0 … 0    0
	
[image: image4.wmf](

)

{

}

1

,

0

0

,

0

,...,

0

,

0

Î

f



	0    0…  0    1
	
[image: image5.wmf](

)

{

}

1

,

0

1

,

0

,...,

0

,

0

Î

f



	0    0 … 1    0
	
[image: image6.wmf](

)

{

}

1

,

0

0

,

1

,...,

0

,

0

Î

f



	…………….
	………………...

	1   1 …  1    1
	
[image: image7.wmf](

)

{

}

1

,

0

1

,

1

,...,

0

,

0

Î

f




Із комбінаторних міркувань легко бачити, що якщо число усіх функцій з Р2, що залежать від n аргументів 
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 дорівнює 2n.

Визначення. Функція 
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 із Р2 не залежить істотно від змінної xi, якщо 
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, де ( означає тотожну рівність у логічній системі.

Зауваження. Якщо задана функція 
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, то задані також усі функції, що виходять із даної додаванням і вилученням «фіктивних» змінних, тобто змінних, від яких ця функція не залежить істотно. Несуттєві аргументи знаходять розбиттям множин аргументів на дві підмножини: підмножину, на якій задана функція приймає значення 1, і підмножину, на якій ця функція приймає значення 0. Потім викреслюють стовпець значень для xi і перевіряють,   чи не з’явилися в обох підмножинах однакові набори. Якщо таких ні, то х, - фіктивний аргумент.

Розглянемо шістнадцять функцій, що грають важливу роль у побудові теорії функцій алгебри логіки і її додатки. Ці функції будемо називати надалі елементарними:
Таблиця 3.2.
ТАБЛИЦІ КЕЛІ (ІСТИННОСТІ) ВСІХ БУЛІВСЬКИХ ОПЕРАЦІЙ
	0 0 1 Функція f0(x1, x2) = 0 –(константа нуль, false, неправда, хиба) 

	0 0 0 

	1 0 0 0000 

	 0 1 f1(x1, x2)=x1 & x2=x1  x2 = x1 *  x2 = x1 x2 = x1    x2 -(кон’юнкція, and, І) 

	0 0 0 

	1 0 1 0001

	 0 1 Функція f2(x1,x2)=x1 x2=x1(- x2 -(ліва коімплікація)

	0 0 0  

	1 1 0 (лат. conversus = зворотний) 0010

	x1  0 1 Функція f3(x1, x2) = x1 -(перший операнд) 

	 0 0 0 

	1 1 1 0011

	 0 1 Функция f4(x1, x2)=x1 x2=x1(( x2 -(права коімплікація)

	0 0 1   

	1 0 0 (лат. conversus = зворотний) 0100

	x2 0 1 Функція f5(x1, x2) = x2 - (другий операнд) 

	0 0 1

	1 0 1 0101

	 0 1 f6(x1,x2)= x1  x2 x1   x2 = x1   x2 -(нерівнозначність, виключне АБО , xor, додавання за модулем 2)

	0 0 1 

	1 1 0  0110

	 0 1 f7(x1,x2)=x1@x2 = x1+x2= x1 x2 -(диз’юнкція, or, АБО) 

	0 0 1 

	1 1 1 (лат. vel = АБО) 0111

	 0 1 f8(x1, x2)=  x1  x2 = x1  x2 -(функція Вебба) 

	0 1 0 

	1 0 0 1000

	 0 1 f9(x1, x2)= x1    x2  x1   x2 = x1 (( x2 = x1 x2 -(еквівалентність) 

	0 1 0 

	1 0 1 1001

	 x20 1 Функція fA(x1, x2)= f10 (x1, x2) = x2 -(заперечення другого операнда) 

	0 1 0 

	1 1 0 1010

	- 0 1 fB(x1, x2)=f11(x1, x2)=x2    x1 = x1  x2 = x1  ╛ x2 -(права імплікація) 

	0 1 0 

	1 1 1 1011

	 x10 1 Функція fC (x1, x2) = f12(x1, x2)= x1 -(заперечення першого операнда) 

	0 1 1 

	1 0 0 1100

	- 0 1 fD(x1, x2) =f13(x1, x2)=x1   x2 = x1 x2 = x1 ╝ x2 -(імплікація, ліва імплікація)  

	0 1 1 

	1 0 1 1101

	 0 1 fE(x1, x2)=f14(x1, x2)=x1  x2 = x1 ╫ x2 -(неспільність, штрих Шеффера) 

	0 1 1 

	1 1 0 1110

	1 0 1 Функція f(x1, x2)=f15(x1, x2) = 1-(константа одиниця, true, істина)  

	 0 1 1 

	1 1 1 1111


ТОТОЖНОСТІ (ЗАКОНИ), ЩО ВЛАСТИВІ ОПЕРАЦІЯМ ДИЗ’ЮНКЦІЇ, КОН’ЮНКЦІЇ ТА ЗАПЕРЕЧЕННЯ

· ідемпотентності a a=a, a a=a;

· комутативності a b=b a, a b=b a;

· асоціативності a (b c)=(a b) c, a (b c)=(a b) c;

· дистрибутивності a (b c)=a b a c; a b c=(a b) (a c);

· подвійного заперечення  a=a;

· де-Моргана  a  b= (a b),  a b=  (a b);

· склеювання a b a  b=a, (a b) (a b)=a;

· поглинання a a b=a, a (a b)=a;

· закони нуля (хибності) a 0=a, a 0=0, a  a=0;

· закони одиниці (істини) a 1=1, a 1=a, a  a=1. 

Зустрічаються й інші назви: f8 називають також стрілкою Пірса і позначають: х1(х2.

Законом протиріччя називають згадувану вже тотожність х  х=0; законом виключеного третього ≈ тотожність х х=1. Використовують також тотожності  1=0 и  0=1. 

Упадає в око, що чотири із шістнадцяти бінарних (тобто, двомісних) операцій (або, що те ж саме, бінарних функцій) не залежать від одного з аргументів і є власне кажучи виродженими ≈ унарними або, що те ж саме, одномісними. Дійсно, наявні чотири унарні операції  (чи унарні функції):

Таблиця 3.3.

	x
	 0
	 1
	 2
	 3

	0
	0
	0
	1
	1

	1
	0
	1
	0
	1


Тут функції (або, що те ж саме, унарні операції, відображення) трактуються наступним чином: 

 0=0 ≈ це константа 0, хибне значення; 

1(х) = х ≈ це одиничне відображення множини {0, 1} на себе, х залишається незмінним; 

2(х)=  х  ≈ це заперечення х; 

 3(х) = 1 ≈  це константа 1, істина. 

Узагалі, завдання таблиць значень функцій з перерахуванням усіх можливих комбінацій значень аргументів досить розповсюджена в логіці  форма. У тому числі, уже розглянуті раніше бінарні функції можуть бути зведені в єдину таблицю:

Таблиця 3.3.

Узагальнююча таблиця бінарних функцій

	x
	y
	f0
	f1
	f2
	f3
	f4
	f5
	f6
	f7
	f8
	f9
	fA
	fB
	fC
	fD
	fE
	fF

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	1
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	1
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1


Очевидно, стовпці цієї таблиці, з одного боку, є як би  витягнуті таблиці Келі і, а з іншого боку, є звичайними чотиривимірними векторами, що дозволяє говорити про базиси, взаємозалежності і про те, що всі бінарні логічні операції можуть бути подані у виді комбінацій деякої частини логічних операцій (як ми, зокрема, вже і переконувалися раніше). 

Тут зручно ввести позначення, що спрощують формальний запис суперпозицій елементарних функцій:
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Основні класи функцій алгебри логіки

Для рішення задач синтезу структур корисно привести основні поняття і термінологію, що описують класи функцій алгебри логіки, що складають функціонально замкнуті класи:

а) клас функцій, що зберігають константу нуль
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б) клас функцій, що зберігають константу одиниці 
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в) клас двоїстих функцій, для яких має місце рівність
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г) клас L самодвоїстих функцій
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тобто функція називається самодвоїстою, якщо вона збігається з двоїстою собі функцією;

д) клас L лінійних функцій
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де коефіцієнт Сi може приймати значення 0 чи 1;

е) клас М монотонних функцій, що містить такі функції, що для будь-яких двох наборів х1 та х2, для яких справедливо що х1 
[image: image20.wmf]³

 х2, мають місце 
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ж) клас S симетричних функцій, для яких довільна перенумерація не змінює самої функції, тобто
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 - будь-яка перестановка аргументів 
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Суперпозицією функцій f1, ..., fm називається функція f, отримана за допомогою підстановок цих функцій одна в одну і перейменування змінних, а формулою називається вираз, що описує цю суперпозицію. 

Нехай дана множина (скінченна чи нескінченна) вихідних функцій  ={f1, ..., fm}. Символи змінних х1, ..., хn, ... і констант 0 і 1 вважають формулами глибини 0. Будь-яка формула має глибину k + 1, якщо вона має вид  fi(F1, ..., Fnl), де fО S , ni ≈ кількість аргументів fi, а F1, ..., Fnl ≈ формули, максимальна з глибин яких дорівнює k. 

Знак функції (операції) може бути записаний перед операндами (префіксний чи прямий польський запис). Знак бінарної операції чи функції часто записують між операндами ≈ така нотація називається інфіксною. Нарешті, для зручності програмування використовують і зворотну польську (чи постфіксний) запис, при якому знак функції чи операції розташовується після списку операндів. Цей варіант запису дозволяє обходитися взагалі без дужок, що буває зручно при трансляції виразів. 

ЧИСЛЕННЯ ВИСЛОВЛЕНЬ
Числення висловлень як формальну теорію можна визначити за допомогою аксіоматичного методу. 

Аксіоматична (формальна) теорія T вважається визначеною, якщо виконані наступні умови: 

1) задана деяка зчисленна множина, тобто множина, елементи якої можуть бути взаємно однозначно зіставлені елементам натурального ряду 1, 2, ... символів ≈ символів теорії T. Скінченні послідовності символів теорії називаються висловленнями теорії T; 

2) наявна підмножина виразів теорії T, що називаються формулами теорії T (формулами теорії часто називають правильно побудовані формули). Щоб визначити, чи є вираз формулою в теорії, існує ефективна процедура; 

3) виділена деяка множина формул, що називаються аксіомами теорії; 

4) наявна кінцева множина R1, R2, ..., Rn відносин між формулами, що називаються правилами висновку. Для кожного Ri існує натуральне j таке, що для всякої множини, що складається  з  j формул, і для усякої формули F ефективно зважується питання про те, чи знаходяться дані j формул у відношенні Ri з формулою F і якщо так, то F називається безпосереднім наслідком даних j формул за правилом Ri. 

Висновком у T називається всяка послідовність F1, F2, ..., Fm формул така, що для будь-якого i формула Fi є або аксіома теорії T, або безпосередній наслідок яких-небудь попередніх формул. 

Формула F теорії T називається теоремою теорії T, якщо існує такий висновок у T, у якому останньою формулою є F; цей висновок називається висновком формули F. У загальному випадку може не існувати ефективної процедури, за допомогою якої можна визначити за даною формулою, чи існує її висновок у теорії T. 

Формула, для якої така процедура існує, називається розв’язною в цій теорії, у противному випадку ≈ нерозв’язною. Інакше кажучи, для нерозв’язних формул не можна побудувати алгоритм з’ясування властивості формули бути теоремою, для цього вимагаються всі нові і нові осяяння (винахідництва), що не піддаються формалізації. 

Використовуючи поняття аксіоматичної теорії T, визначимо числення висловлень у диз’юнктивному базисі Буля. 

1. Символами T є  ,  , (,) та букви mi з цілими позитивними числами в якості індексів: m1, m2, ... . Символи  ,  , (,)  називаються зв’язками, а букви mi ≈ пропозиційними буквами. 

2. а) Усі пропозиційні букви є формулами; 

б) якщо A та B ≈ формули, то (A  B) і (A) також формули; 

в) вираз є формулою тоді і тільки тоді, коли це може бути встановлене за допомогою пп. а) і б). 

Таким чином, усяка формула числення висловлень є деяка пропозиційна форма, побудована з пропозиційних  букв за допомогою зв’язок  та .

3) Які б не були формули A, B і C теорії T, що випливають формули є аксіоми T: 

A  A - A, A  B- B  A, 

A - A  B, (B - C) - (A  B - A  C), де запис  -  еквівалентна запису    .

3.Правилами висновку числення висловлень є: 

правило підстановки (якщо  -  виводима формула і замість будь-якої змінної в цій формулі усюди зробити підстановку будь-якої формули, то нова формула також є виводима); 

правило висновку (якщо  -  та  - виводимі формули, то  також виводима формула) - правило modus ponens. Символічно це правило записується так: (,
[image: image26.wmf]Î

 )/ 

Наприклад, якщо висловлення A та A- (q -A) істинні, то висловлення q - A також є істинним відповідно до правила висновку. 

Аналогічно можна визначити й інші булівські алгебри: 

алгебру Вебба A =  ;

алгебру Шеффера A =  ╫ ;

імплікативну алгебру A =    0; 

коімплікативну алгебру A =  -  1; 

алгебру Жегалкіна A =    1. 

Твердження. Кожну функцію алгебри логіки 
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чи, з огляду на властивості кон’юнкції,

= 
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 EMBED Equation.3  [image: image32.wmf](
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, означає по усіх 
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s

.

Таке канонічне подання називається досконалою диз’юнктивною нормальною формою (ДДНФ).

Під канонічним поданням довільної перемикальної функції розуміють такий запис, при якому між усіма функціями з множини Р2 і формами запису цих функцій у вигляді суперпозиції базисних функцій можна установити взаємооднозначну відповідність. 

Аналітичні подання функцій алгебри логіки. 

Викладемо універсальні методи переходу від табличного завдання функцій алгебри логіки до аналітичного (канонічного) подання тієї ж функції.

1. Будь-яка таблично задана функція алгебри логіки може побут задана в такій аналітичній (канонічній) формі:
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де T1 - множина номерів наборів, на яких функція Fij  приймає значення одиниці; 
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Це подання називається диз’юнктивним.

2. Поліноміальне подання
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3. Кон’юнктивне подання.

Уведемо характеристичну функцію нуля:

 
[image: image42.wmf]

[image: image43.wmf]î

í

ì

¹

=

=

F

.

  

  

,

1

,

  

  

,

0

N

i

якщо

N

i

якщо

i


Тоді будь-яка таблично задана функція алгебри логіки може бути задана в такий аналітичній (канонічної) формі:
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де T0 - множина номерів наборів, на яких функція f  приймає значення нуля.

Тепер за аналогією зі досконалою диз’юнктивною нормальною формою приведемо ще одну форму подання функцій алгебри логіки, що називається досконалою кон’юнктивною нормальною формою (ДКНФ):


[image: image45.wmf](

)

ij

T

ij

n

x

x

x

f

F

Ú

=

Î

0

,...,

,

2

1

.

Із викладеного видно, що можна побудувати ДДНФ, виходячи з табличного завдання функції. Ця побудова полягає в наступному: відбираємо всі набори, на яких функція дорівнює 1, далі для кожного набору 
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 і потім усі такі кон’юнкції з’єднуємо знаками диз’юнкції.

Приклад. Нехай функція задана в вигляді табл. 3.5.

Таблица 3.5.
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Для знаходження ДДНФ вибираємо з табл. 3.5 тільки ті рядки, у яких стоять набори значень аргументів, що звертають функцію в одиницю. Це четвертий, п’ятий і сьомий рядки. Виписуємо кон’юнкції, що відповідають обраним рядкам:
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З’єднуючи ці кон’юнкції знаками диз’юнкцій, остаточно одержуємо
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Таким чином, видно, що мова формул, що використовує заперечення, кон’юнкції і диз’юнкції, дає більш компактні подання функцій, ніж таблична мова.

Функціонально повні системи. Система функцій 
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f

f

f

,...,

,

2

1

алгебри логіки називається (функціонально) повною, якщо будь-яку функцію алгебри логіки можна записати у вигляді формули через функції  
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Приклади повних систем:                               

1. 
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  Повнота випливає з властивостей функцій кон’юнкції, диз’юнкції і заперечення про можливість подання будь-якої функції алгебри логіки через ці елементарні функції.    ^

2. 
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 - повна система, тому що 
[image: image58.wmf].

x

2

1

2

1

x

x

x

Ú

=

×


3. 
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 EMBED Equation.3  [image: image61.wmf]=
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- функція Шеффера утворює повну систему. Повнота випливає з таких співвідношень:
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 далі див. п. 3.

5.  
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 та константи 0 і 1 утворюють повну систему, тому що 
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Звідси можливе подання функцій алгебри логіки у вигляді поліномів за mod 2 (поліном Жегалкіна).

З приведених прикладів видно, що існує цілий ряд повних систем. Кожну з цих систем можна представити множиною елементарних функцій, причому виявляється, що кожну функцію алгебри логіки можна записати у вигляді формули через основні елементарні функції.

Тепер, для задачі синтезу, стає ясним, що поняття повноти є фундаментальним і вимагає більш докладного опису. Зокрема , питання повноти тісно зв’язане з питанням функціональної замкнутості, дослідження показали, що ніяка повна система не може міститися в замкнутому класі, відмінному від класу Р2 усіх функцій алгебри логіки.

Критерії функціональної повноти. Щоби система функцій 
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алгебри логіки була повною, необхідно і достатньо, щоби вона містила функцію яка:

1)  не зберігає константу 0; 2) не зберігає константу 1; 3) не є самодвоїстою; 4) не є лінійною; 5) не є монотонною, тобто щоби система не містилася цілком у жодному  з п’яти зазначених вище замкнутих класів. 

Визначення. Система функцій 
[image: image68.wmf]{
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, що є повною в класі R, називається базисом.

Мінімальним називається базис, для якого видалення хоча б однієї з функцій 
[image: image69.wmf],
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 що утворюють цей базис, перетворює систему функцій 
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 у неповну, наприклад, базиси {- &} і {-, v} є мінімальними. Крім того, функція Шеффера і функція Вебба утворюють у класі усіх функцій алгебри логіки Мn повну систему.

Тому що робота скінченного автомата без пам’яті цілком визначається завданням у вигляді скінченних таблиць чи у вигляді аналітичного запису функції, то проблема повноти еквівалентна проблемі вибору стандартного набору логічних елементів, із яких буде будуватися автомат. При цьому усі функції, що описують роботу автомата, будуть замінятися аналітичним виразами через базисні функції. Якщо як  базис обрана система {-, V, &}, то усі функції можуть бути подані в ДДНФ і ДКНФ і після цього реалізовані на стандартних елементах, що реалізують елементарні функції.

При реалізації автоматів важливо не тільки кількість типів стандартних елементів, але й їхня загальна кількість у структурі автомата. Звідси виникає задача найпростішого подання автоматних функцій через систему базисних функцій, що в алгебрі логіки, і задачах синтезу зокрема, називається мінімізацією функцій алгебри логіки.
k-значні (скінченнозначні) логіки
Узагальненням двозначних логік є k-значні (скінченнозначні) логіки. 

Функція [image: image71.png]Slx.xg...%,)



, що відображає n-мірний k-значний кортеж [image: image72.png](01,02,.,0,), 0, {01k -1},




 у множинe {0, 1, ..., k-1}, називається функцією k-значної логіки. Будемо задавати функцію k-значної логіки [image: image73.png]Slx.xg...%,)



 за допомогою таблиці істинності (одновимірної таблиці), число рядків якої дорівнює kn, чи двовимірної таблиці, число кліток якої дорівнює k2. 

Функції k–значної логіки.

До функцій багатозначної (k–значної) логіки відноситься множина Pk усіх функцій [image: image74.wmf](
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 аргументи яких визначені на множині і таких, що 
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 цілком визначена, якщо, задана її таблиця істинності (Табл.3.6).

                                                                Таблица 3.6.
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Число усіх функцій з Pk , що залежать від n  змінних 
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Іншим способом завдання функцій замість табличного є спосіб, реалізований за допомогою алгоритму обчислення функції.  Цей алгоритм визначає в множині Pk єдину функцію, що позначається тим же символом, що й алгоритм. 

Основні  k-значні логічні функції. Наведемо деякі з важливих логічних функцій k-значної логіки. 

1. Функції - константи - функції, для яких усі аргументи є фіктивними. У k-значній логіці є k константних функцій. 

2. Функції однієї змінної. Найбільш важливими для задач синтезу в цьому класі функцій є характеристичні функції, число яких у Pk дорівнює k.  Характеристична функція S-го порядку визначається так:
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Крім того, важливі функції інверсії і циклічного заперечення, що задаються за допомогою алгоритмів їхнього обчислення:







 - функція інверсії; 





f(x) = х + 1 (mod k) - функція циклічного заперечення. 


3. Функції двох змінних. У цьому випадку в процедурах синтезу широко використовуються такі функції: 

а) k-значна диз’юнкція: 




б) k-значна кон’юнкція




в) k-значна функція Вебба:




Позначення mod k відповідає двом алгоритмам завдання функцій додавання за модулем k і множення за модулем k без врахування переносів.

Тому що алгоритми обчислення функцій не дають повної уяви процедур їхнього утворення, приведемо відповідні їхні табличні завдання (див. табл.  3.7, 3.8).

Таблица 3.7

Табличне завдання характеристичних функцій, функцій Js (х), інверсії та циклу

	X 
	J0
	J1
	J2
	J3
	Інверсія 
	Цикл 

	0
	3 
	0 
	0 
	0 
	3 
	1 

	1
	0 
	3 
	0 
	0 
	2 
	2 

	2
	0 
	0 
	3 
	0 
	1 
	3 

	3
	0 
	0 
	0 
	3 
	0 
	0 


Таблиця 3.8

Табличне завдання функцій двох змінних

	x1
	x2
	min(x1,x2)
	max(x1,x2)
	Функція

Вебба
	Додавання за modk
	Множення

за mod k

	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0

	0
	1
	0
	1
	2
	1
	0

	0
	2
	0
	2
	3
	2
	0

	0
	3
	0
	3
	0
	3
	0

	1
	0
	0
	1
	2
	1
	0

	1
	1
	1
	1
	2
	2
	1

	1
	2
	1
	2
	3
	3
	2

	1
	3
	1
	3
	0
	0
	3

	2
	0
	0
	2
	3
	2
	0

	2
	1
	1
	2
	3
	3
	2

	2
	2
	2
	2
	3
	0
	0

	2
	3
	2
	3
	0
	1
	2

	3
	0
	0
	3
	0
	3
	0

	3
	1
	1
	3
	0
	0
	3

	3
	2
	2
	3
	0
	1
	2

	3
	3
	3
	3
	0
	2
	1


Повні системи функцій у  k-значній логіці. У теорії синтезу багатозначних структур розглядають і використовують формули, побудовані із систем функцій з Рk. У свою чергу, формула в k-значній логіці є суперпозицією функцій системи.

Приклад. Функція max {x, mіn (х, у), max (у, z) ]} є суперпозицією функцій системи [max (х, у), mіn (x, у) ]. При цьому необхіднозауважити, що суперпозиція функцій однієї змінної є множенням підстановок, а функції 

- функціями системи.

Визначення. Суперпозицією функцій системи S називається:

а)
будь-яка функція, що отримана з функцій системи S шляхом заміни змінних;

б)
будь-яка функція, одержувана шляхом заміни змінних з функції.

Визначення. Клас М функцій з Pk називається функціонально замкнутим, якщо разом із усякою системою 




цьому класу належить і будь-яка їхня суперпозиція.

Визначення. Система функцій з М називається повною в М, якщо кожна функція з М є суперпозицією функцій цієї системи.

Визначення. Скінченна повна в М система функцій називається базисом, якщо ніяка її підсистема не є повною в М.

Проблема повноти для  k-значної логіки при k > 4 не має рішення, тому що число замкнутих класів М із збільшенням k дорівнює потужності множини континуум.

Проте дослідження показали, що проблему повноти для  k-значних логік і синтезу в них можна обійти, сформувавши відповідні критерії вибору й оцінки повноти довільної системи функцій.

Один із таких критеріїв повноти, що має прикладний характер, формулюється так: щоби система функцій з Pk (k > 3), яка містить усі функції однієї змінної з Рk, що опускають хоча б одне значення, була повною, необхідно і достатньо, щоб вона містила функцію, яка істотно залежна більше ніж від одної змінної n > 1 і приймає k значень.

Тепер для задоволення даному критерію необхідно лише сформувати системи, що породжують усі функції однієї змінної.

Приклад. Функції Пікара







Однак для рішення задач синтезу багатозначних структур більш цікаві системи, що є базисом у будь-якій  k-значної логіці. Тому що кількість базисів k-значній логіці нескінченa, а кількість простих базисів ( простим називається базис, у якого при будь-якім ототожненні змінних система функцій, що отримується з нього, не є базисом) обмежено зверху 

, тому обмежимося перерахуванням найбільш часто використовуваних у багатозначній логіці та для синтезу схем базисів і повних систем:

1. Система Россера - Тьюкетта, що складається з характеристичних функцій, функцій кон’юнкції, диз’юнкції та функцій-констант.

2. Система Поста. Пост показав, що в будь-якій k-значної логіці повною є система, що складається з диз’юнкції і циклу.

3. Система Вебба, що складається з k-значної функції Вебба.

4. Модульна логіка: якщо k - просте число, то повною є система, що складається з функції додавання і множення за модулем 4, у випадку k - складене ця система не повна.

5. Система Айзенберга - Рабиновича, що складається з функцій





























та циклічного заперечення.

Так само, як і для функцій алгебри логіки, отримані результати в k-значній логіці, що стосуються функціональної повноти і подання функція багатозначної логіки, дають можливість перейти до практичного їх використання при синтезі багатозначних комбінаційних радіоелектронних схем і структур.

Конструювання систем із багатозначним кодуванням тісно зв’язане з задачами створення перетворювачів, що реалізують функції визначеної повної системи (базису), чи ж із реалізацією універсальних багатозначних функціональних перетворювачів (УБФП) із одного боку, а із іншого боку - з розробкою методів комбінаційного синтезу на основі апарату багатозначної логіки. Як і в двозначній, у багатозначній логіці потужність множини різних базисів дорівнює нескінченності і жодний із знайдених у ній основних базисів не грає таку ж важливу роль у синтезі багатозначних структур, як двозначний базис, що складається з функцій І, АБО, НЕ.

Вибір базису в багатозначній логіці обумовлюється тими ж міркуваннями, що й у двозначній. До них відноситься простота схем, що реалізують базисні функції, тому в двозначній логіці найбільш широко використовується базис І, АБО, НЕ, оскільки ці функції вкрай просто реалізуються мікроелектронними засобами на транзисторах. Очевидно, що і при логічному синтезі багатозначних структур доцільно вибирати базисну систему функцій, що має канонічне подання функцій  k-значної логіки і багатозначні функціональні перетворювачі (БФП), що реалізують цей базис. Необхідні також методи мінімізації структур, тому що чим простіша кінцева формула, що реалізує задане логічне перетворення-тим економніша відповідна схема. Таким чином, проблема знаходження найбільш простої формули (проблема мінімізації) однаково важлива як для двозначної логіки, так і для багатозначної. Вивчення метричних (кількісних) властивостей концентрується навколо питання побудови для даної функції найкоротших форм однак для багатозначної логіки ця задача в даний час не вирішена, тобто не існує алгоритму, що дозволяє побудувати для даної функції оптимальну в кількісному відношенні схему. Складність рішення цієї проблеми зв’язана з поняттям «комбінаторного вибуху», що виникає через специфіку багатозначних логік.

Ще більше ускладнень виникає при синтезі багатозначних структур на основі базису, що не має канонічної форми подання функцій. Алгоритм синтезу в такому випадку передбачає такі процедури: 

1. Вибирається деякий базис, у якому функції мають канонічне подання (наприклад, базис Россера - Тьюкетта), і задана функція виражається в цій канонічній формі. 

2. Функції базису, для якого наявне канонічне подання, виражаються через функції вихідного базису, що не має канонічної форми подання функцій. 

3. У канонічній формулі, отриманій на першому етапі, усі функції заміняються виразами, отриманими на другому етапі, через функції вихідного базису. Таким чином, одержують формулу, що представляє задану функція через функції заданого базису, і по цій формулі будують схему. 

Такі схеми дуже громіздкі і неекономічні. Для одержання економічних рішень канонічна формула даної функції спрощується до того, як вона перетворена у вираз, що складається з функцій вихідного базису. Іноді формулу, одержану в результаті застосування даного алгоритму, вдається додатково мінімізувати за рахунок властивостей функцій вихідного (заданого) базису. Однак це не вирішує проблему мінімізації в цілому. У підсумку алгоритм приводить до кінцевого результату, аналогічного застосуванню базису, що має канонічну форму подання функцій.

Певний інтерес представляє графоаналітичний метод синтезу, що використовує діаграми Хассе, недоліком якого є жорсткі обмеження на синтезовані і базисні функції.

Оглянувшись назад, необхідно відзначити, що наведені підходи до синтезу багатозначних структур характеризуються протирічивими вимогами до системи базисних функцій. Наприклад, при використанні системи Вебба досить створити лише одну схему базисного елемента, у той час як система Россера - Тьюкетта вимагає розробки декількох схем базисних елементів за числом функцій, що складають базис. Істотною перевагою базису Вебба є можливість забезпечення однорідності складних схем, що важливо при реалізації їх методами інтегральної технології, а недоліком - відсутність канонічного подання багатозначних функцій.

Для з’ясування умов, яким повинні задовольняти операції повної системи багатозначних функцій, щоб у ній була канонічна форма типу СДНФ, розглянемо алгебраїчну систему, що включає константи 0, 1, ..., k - 1 та операції 

 та характеристичну функцію виду




де 


Тоді, якщо функції 

задовольняють умовам 




то будь-яку функцію багатозначної логіки можна представити в такому виді:




Система повна при будь-якому довизначенні функцій 

, 

. Наприклад, функції max (х, у), mіn (x, у) x+y(mod k); ху(mod k) і інші задовольняють умовам, наведеним раніше. Тому можна стверджувати, що існує клас повних систем, у кожній з яких довільна функція багатозначної логіки може бути  подана у вигляді досконалої диз’юнктивної нормальної форми (ДДНФ).

Наведені співвідношення і висновки про властивості канонічних форм отримані на базі основоположних результатів абстрактної алгебри і багатозначної логіки, зокрема, теорії груп, кілець та функціональної повноти алгебраїчних систем функцій.

Розглянемо тризначну функцію ≈ функцію Вебба, задану таблицями: 

	xa
	xb
	y

	0
	0
	1

	0
	1
	2

	0
	2
	0

	1
	0
	2

	1
	1
	2

	1
	2
	0

	2
	0
	0

	2
	1
	0

	2
	2
	0


	xa
	xb

	 
	0
	1
	2

	0
	1
	2
	0

	1
	2
	2
	0

	2
	0
	0
	0


Функція Вебба [image: image91.png]oxp = max(x,,x,) +1 (mod k)




 є повною в k-значній логіці. Таким чином, k-значна алгебра Вебба [image: image92.png]Ap={M, A M={012, k-1,



 визначає відповідну k-значну логіку. 

Іншими, що часто зустрічаються k-значними логіками є логіки, обумовлені: 

алгеброю Поста [image: image93.png]An = {Mo~) M ={012, k-1},



 де [image: image94.png]o v Xp =max(xy Xy )



≈  диз’юнкція; [image: image95.png]x+1 (mod k)



≈  цикл;

-алгеброюРоссера-Тьюкетта; [image: image96.png]Apr ={M, v, &, ji i) M={0,1,2,  k-1,0< k-1,



 де [image: image97.png]& Xy = min(x,, %)



- кон’юнкція, [image: image98.png]k-1, x=i

0, x=i




≈  характеристичні функції, [image: image99.png]


 Алгебраїчна система (алгебра) визначається як [image: image100.png]§=(4,0,R}



, де A ≈ непорожна множина, O ≈ сім’я операцій, R ≈ сім’я відношень на множині A. При цьому A називається  носієм чи основною множиною; операції з O і відношення з R називаються основними чи головними. 

Множина  = O  R називається сигнатурою алгебри S. 

Система S називається власне алгеброю чи універсальною алгеброю, якщо множина R основних відношень порожна і називається реляційною системою чи моделлю, якщо множина O основних операцій порожна. 

Сигнатура будь-якої алгебри повинна бути повною, незалежною та несуперечливою. Сигнатура є повною, якщо будь-яка інша формула може бути представлена у виді пропозиційної форми за допомогою її елементів. 

Сигнатура називається незалежною, якщо в ній не знайдеться елемента, виведеного за допомогою правил висновку з інших елементів сигнатури. 

Сигнатура несуперечлива, якщо не знайдеться формули F, що одночасно справедлива з формулою  F. 

Скінченнозначні логіки є узагальненням двозначних логік. Наприклад, логіка Поста M    узагальнює логіку Буля  M   .

ЧИСЛЕННЯ ПРЕДИКАТІВ: ВИСЛОВЛЮВАЛЬНІ ФОРМИ, КВАНТОРИ СПІЛЬНОСТІ ТА ІСНУВАННЯ

Предикат (від пізнолат. рraedicatum ≈ сказане) ≈ висловлювальна функція, визначена на деякій множині M, тобто така n-місна функція P, що кожному упорядкованому набору [image: image101.png]{a K a,)



елементів множини M зіставляє деяке висловлення, що позначається [image: image102.png]Pla K ,a,)



; P называется n-місним предикатом на M. Під 0-місним предикатом розуміється довільне висловлення. 

У математичній логіці висловлення звичайно ототожнюється з його істинносним  значенням 1 (істина ) чи 0 (хиба). При цьому поняття предиката одержує наступне, найбільш загальне визначення: n-місним предикатом на множині M називається довільна n-місна функція, визначена на M, яка  приймає значення 0 і 1. Якщо на наборі значень аргументів [image: image103.png]{a K a,)



предикат P приймає значення 1, тобто [image: image104.png]Py K a,)




, то говорять, що цей набір значень аргументів задовiльняє предикату P, а предикат P виконується для набору [image: image105.png]{a K a,)



. Предикат називається тотожно істинним, якщо він виконується для будь-якого набору значень своїх аргументів, і тотожно помилковим, якщо ніякий набір не задовольняє цьому предикату. Предикат називається здійсненним, якщо він виконується хоча б для одного набору значень аргументів. 

Множина тих наборів значень аргументів, що задовольняють даному предикату, називається областю істинності цього предиката. Якщо P є n-місний предикат на множині M, то його область істинності є n-місним відношенням на M. І навпаки, кожному n-місцевому відношенню на множині M однозначно відповідає n-місний предикат на M. Тому вивчення предикатів і відносин тісно зв’язане між собою. 

За допомогою логічних операцій з даних предикатів можна будувати більш складні предикати. Поряд із тими логічними операціями, що діють і над висловленнями, для утворення нових предикатів із уже наявних застосовуються квантори. 

Застосування квантора загальності [image: image106.png]


 до предиката [image: image107.png]P(xy K, x,)



, де [image: image108.png]


 дає (n-1)-місний предикат [image: image109.png]¥ Px, K, x,,)



 що для набору [image: image110.png](@ K a;q,a41.K a,)



зіставляє висловлення, істинне тоді і тільки тоді, коли для будь-якого значення a змінної xi істинне висловлення [image: image111.png]Play K a1, 4. 41.K ,ay)



.

Квантор існування [image: image112.png]


 у застосуванні до предиката [image: image113.png]P(xy K, x,)



 при  [image: image114.png]


 дає (n - 1)-місний предикат [image: image115.png]I, Pl K xy)



, що набору  [image: image116.png](@ K a;q,a41.K a,)



 зіставляє висловлення, істинне тоді і тільки тоді, коли хоча б для одного значення a змінної xi істинне висловлення  [image: image117.png]Play K a1, 4. 41.K ,ay)



. Дослідженням зв’язків між предикатами, обумовлених їхньою логічною структурою, займається логіка предикатів. 

Предикатна змінна ≈ змінна, можливими значеннями якої є предикати. 

Числення предикатів ≈ це загальна назва формальних систем, що служать для формалізації логічних умовиводів, у яких враховується як логічна структура суджень (тобто яким образом дане судження отримане з інших за допомогою логічних операцій), так і їхній суб’єктно-предикатна структура, тобто зв’язок між суб’єктом судження (про що говориться в даному судженні) і предикатом (що говориться про суб’єкта). При цьому для логічного аналізу суджень поряд із такими логічними операціями, як кон’юнкція, диз’юнкція, імплікація, еквівалентність, заперечення, використовуються квантори, а суб’єктно-предикатна  структура уточнюється за допомогою поняття предиката. 

Оскільки в математичній логіці цікавляться лише структурою суджень, відволікаючись від їхнього конкретного змісту, а також щоб уникнути двозначностей, властивих природним мовам, для побудови логіки предикатів використовується формалізована мова, алфавіт якої звичайно містить чотири групи символів: 

1) предикатні змінні ≈ вираз виду [image: image118.png]


, де m і n ≈ ненегативні цілі числа; 

2) предметні змінні  [image: image119.png]x,x9,7x3,K



;

3) логічні символи  (або &- кон’юнкція), ( (диз’юнкція), ( (імплікація), ( (еквівалентність), ( (заперечення), ( -(квантор існування), ( - (квантор загальності); 

4) допоміжні символи (,) - (дужки) , (кома). 

Вираз [image: image120.png]


називається m-місною предикатною змінною; 0-місні предикатні змінні називаються пропозиційними змінними. 

Елементарною формулою називається всяка пропозиційна змінна, а також будь-який вираз виду [image: image121.png]POy E.,ym)



, де P- яка-небудь m-місна предикатна змінна (m > 0), а [image: image122.png]WK .vm



- довільні предметні змінні. Із елементарних формул у такий спосіб будуються предикатні формули: 

1) всі елементарні формули є формули; 

2) якщо   і  - формули, то вираз  (    ), (    ), (  /  ), (    ),( вважаються формулами; 

3) якщо - формула, x - предметна змінна, то  x  та x   є формулами. 

Наприклад, предикатними формулами є  [image: image123.png]AP, B (xy), 3x PR (xp, x5),





 INCLUDEPICTURE "http://utc.uni-dubna.ru/~mazny/kurses/odm/lekcii/Image43.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image124.png](PL(xg) &x PR (xy, x2))



.  

Частина формули , що сама є формулою, називається підформулою формули . 

Областю дії квантораy чи y формулі  називається така її подформула , що   y чи  y  є підформулою формули . 

Входження змінної y у формулу  називається зв’язаним, якщо воно є входження в квантор y чи y, чи в область дії одного з цих кванторів. 

Усяке входження змінної y, що не є зв’язаним, називається вільним. Наприклад, у формулі [image: image125.png]v x B (x) &AL ()



 перші два входження змінної x1- зв’язані, а третє - вільне. 

Змінна y називається вільною змінною формули , якщо вона має вільні входження в . 

Говорять, що задано інтерпретацію формули  на непорожній множині M, якщо кожній вільній змінній формули  зіставлено деякий елемент із M, а кожної m-місній предикатній змінній з  - деякий m-місний предикат на M. 

Предикатна формула називається загальнозначущою на множині M, якщо вона істинна в будь-якій інтерпретації на M. Наприклад, формула [image: image126.png](3R (xy) = ¥xa R (x2))



   загальнозначуща на будь-якій множині, що містить рівно один елемент, і не буде загальнозначущої на M, якщо в M є хоча б два елементи. Формула називається загальнозначущої чи тавтологією, чи тотожно щирої, якщо вона загальнозначуща на будь-якій непорожній множині. Той факт, що формула  загальнозначуща, звичайно позначають так: +. 

Метою логіки предикатів є опис класу всіх загальнозначущих формул. Одним зі способів такого опису є побудова числення предикатів, тобто числення, аксіомами і виведеними формулами якого є предикатні формули. При цьому як аксіоми вибираються деякі загальнозначущі формули, а правила висновку дозволяють із загальнозначущих формул одержувати нові загальнозначущі формули. 

Звичайно класичне числення предикатів будується на основі того чи іншого варіанта числення висловлень: аксіоми класичного числення висловлень вважаються схемами аксіом числення предикатів, тобто будь-яка предикатна формула, отримана з деякої аксіоми числення висловлень підстановкою в неї яких-небудь предикатних формул замість пропозиційних змінних, оголошується аксіомою числення предикатів. 

Правилами висновку числення предикатів є правило модус поненс і наступні два правила: 

- ( - правило, що дозволяє з формули (  -    одержати формулу(  -  x    , де   та   - довільні предикатні формули, причому   не містить вільну змінну x; 

- ( - правило, що дозволяє при тих же припущеннях щодо формул  ,  і змінної x перейти від формули (    до формули ( x    . 

Правило модус поненс (правило відокремлення, правило висновку у формальній логіці) означає, що з істинності формули A (мала посилка) і A( B (велика посилка) випливає істинність B. 

Дедуктивний апарат числення предикатів, тобто система аксіом і правила висновку, використовуються при побудові логіко-математичних числень (наприклад, формальної арифметики, аксіоматичної теорії множин). 

Алгебра скінченних предикатів (АСП) є узагальненням алгебри логіки і визначена як:

[image: image127.wmf]î
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(3.1)

де ( – степінь аргумента.

Генеральною ідеєю АСП є розширення області пробігання ( до {a0, a1, ..., ak – 1}, де a0, a1, ..., ak – 1 – k-значні змінні. Виходячи з цього, задаються функції розпізнавання символів аі змінної x:
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(3.2)

При цьому фіксується множина змінних x1 ... xn та скінченних областей пробігання 
[image: image129.wmf]{
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 кожної змінної xj.

Функції розпізнавання з’єднуються операціями &, [image: image130.wmf]Ú

 булівської алгебри, у результаті чого отримуються вирази xa & (yb [image: image131.wmf]Ú

 xc), названі скінченними предикатами. Вони трактуються як функції виду:

f: A1 ( ... ( An ( {0, 1}. 


(3.3)

Це, по суті, характеристичні функції k-значної логіки, але, на відміну від неї, в АСП усі функції можуть приймати значення лише з множини E2 = {0, 1}. Операції (3.2) розпізнавання, & та [image: image132.wmf]Ú

 утворюють функціонально повний базис у множині функцій виду (3.3).

ПОНЯТТЯ ПРО ДИСКРЕТНИЙ (ЦИФРОВИЙ) АВТОМАТ

Скінченний автомат у чистому вигляді - це математична модель пристрою з скінченною пам’яттю, що перетворює дискретну інформацію. Скінченний автомат є одним із найважливіших видів керуючих систем. Змістовно скінченний автомат можна охарактеризувати як пристрій, що має вхідний і вихідний канали та дискретний час, що в кожний з моментів, що називають тактовими, перебуває в одному зі станів. Вхідним каналом у кожний тактовий момент у пристрій надходять сигнали a - букви вхідного алфавіту A; у ті ж моменти вихідним каналом пристрій видає сигнали b - букви вихідного алфавіту B, причому b визначається станом s із алфавіту станів S і буквою a; внутрішній стан s’ у наступний тактовий момент також визначається станом s і буквою a з попереднього моменту. Таким чином, для деяких функцій  та   має місце b =  ( a, s), s’  =  ( a, s); ці функції називаються відповідно вихідною і перехідною функціями; вони визначають закон  опрацювання слів в алфавіті A, що подаються побуквенно на вхідний канал пристрою за умови завдання початкового стану пристрою. 

Для скінченних автоматів передбачається скінченність алфавітів A, S, B. Якщо вважати зазначене опрацювання слів головною характеристикою пристрою, то його можна ототожнити з набором (A, S, B, , ), який і називають скінченним автоматом. Для цієї форми опису скінченного автомата характерне відношення дослідника до пристрою як зовнішнього спостерігача. Саме завдання скінченного автомата називається при цьому абстрактним скінченним автоматом. У випадку коли пристрій розглядається з врахуванням того, що він зібраний за деякими композиційними правилами з абстрактних скінченних автоматів, приходять до поняття структурного скінченного автомата, що у підсумку також реалізує деякий абстрактний скінченний автомат. 

Автомат  взагалі¦ (від грецького   - самодіючий) - керуюча система, що є скінченним автоматом чи деякою його модифікацією, отриманою шляхом зміни його  компонентів чи принципу дії. Основне поняття - скінченний автомат - виникло в середині 20 століття в зв’язку зі спробами описати математичною мовою принцип дії нервових систем, універсальних обчислювальних машин та інших реальних автоматів. Характерною рисою такого опису є дискретність відповідних математичних моделей і скінченність областей значень їхніх параметрів, що приводить до поняття скінченного автомата. 

Поряд з поняттям скінченного автомата розглядаються різні його узагальнення і модифікації, що відбивають ті чи інші особливості реальних пристроїв. Для скінченного автомата (A, S, B, , ) існуючі модифікації можна розбити на наступні три основні групи. До першої групи відносяться автомати, у яких деякі з алфавітів A (вхідний), S (станів) чи B (вихідний) нескінченні, у зв’язку з чим такі автомати називаються нескінченними. До другої групи відносяться автомати, у яких замість вихідної і перехідної функцій  та  допускаються довільні відношення чи випадкові функції. Такими є часткові, недетерміновані, ймовірнісні й інші автомати. До третьої групи відносяться автомати зі специфічними множинаами вхідних об’єктів. Такі, наприклад, автомати з змінною структурою. Існують автомати, що належать одночасно до різних груп. Поряд із цим велику роль грають спеціальні підкласи скінченних автоматів, наприклад, автомати без пам’яті. Крім того, використання понять і методів із інших розділів математики також приводить до появи специфічних класів автоматів і зв’язаних із ними задач. Наприклад, при застосуванні алгебраїчних засобів виникають поняття автоматів над термами, лінійного, групового, вільного й інших; питання теорії кодування породжують поняття самоналагоджувальних, оборотних автоматів тощо.

Теорія автоматів - це розділ теорії керуючих систем, що вивчає математичні моделі перетворювачів дискретної інформації, які називають автоматами. Із певної точки зору такими перетворювачами є як реальні пристрої (обчислювальні машини, автомати, живі організми тощо), так і абстрактні системи (наприклад, формальна система, аксіоматичні теорії тощо). Найтісніше теорія автоматів зв’язана з теорією алгоритмів. 

Більшість задач теорії автоматів - загальні для основних видів керуючих систем. До них відносяться задачі аналізу і синтезу автоматів, задачі повноти, мінімізації, еквівалентних перетворень автоматів тощо. Завдання аналізу полягає в тому, щоб за заданим автоматом описати його чи поведінку за неповними даними про автомат та його принцип дії установити ті чи інші його властивості. Задача синтезу автоматів полягає в побудові автомата з наперед заданим поведінкою чи  принципом дії. Завдання повноти полягає в з’ясуванні, чи володіє множина M’   M автоматів властивістю повноти, тобто чи збігається з M множина всіх автоматів, що отримуються шляхом скінченного числа застосувань деяких операцій до автоматів із заданої підмножини автоматов M’  . Задача еквівалентних перетворень у загальному виді полягає в тому, щоби знайти систему правил перетворень (так звану повну систему правил) автоматів, що задовольняють визначеним умовам і дозволяють перетворити довільний автомат у будь-який еквівалентний йому автомат (два автомати еквівалентні, якщо вони мають однакову поведінку автомата. Поведінка автомата - математичне поняття, що описує взаємодію автомата зі зовнішнім середовищем. Прикладом зовнішнього середовища скінченного автомата є множина вхідних слів, а поведінкою - словникова функція, реалізована автоматом, чи подія, представима автоматом.) 

Крім перерахованих, у теорії автоматів наявні специфічні проблеми, характерні для автоматів. Так, у залежності від умов задачі поведінку автомата зручно задавати на різних мовах, у зв’язку з чим важливими задачами є вибір досить зручної адекватної мови і переклад із однієї мови на іншу. У тісному зв’язку з задачами синтезу й еквівалентних перетворень перебуває задача мінімізації числа станів автомата, а також одержання відповідних оцінок. Близьке коло питань виникає у зв’язку з моделюванням поведінки автоматів одного класу автоматами іншого класу. Тут також становлять інтерес питання мінімізації моделюючих автоматів і оцінки їхньої складності. Спеціальний розділ теорії автоматів зв’язаний з так званими експериментами з автоматами (тобто способами одержання інформації про внутрішню структуру автоматів за їхньою поведінкою). Основна задача тут полягає в тому, щоб одержати певні  відомості про побудову автомата шляхом спостереження його реакцій на ті чи інші зовнішні впливи. При цьому виникає велике коло задач, зв’язане із класифікацією експериментів і з питаннями можливості розв’язання задач визначеними видами експериментів, а також із оцінками довжин мінімальних експериментів, достатніх для рішення тих чи інших задач. Поняття експерименту з автоматами використовується також у задачах надійності та контролю керуючих систем, зокрема контролю автоматів. Багато які з перерахованих вище задач можуть розглядатися як алгоритмічні проблеми. Для скінченних автоматів більшість з них мають позитивне рішення. 

Теорія автоматів знаходить застосування як і в інших областях математики, так і в рішенні практичних задач. Наприклад, засобами теорії автоматів доводиться можливість розв’язання деяких формальних числень. Застосування методів і понять теорії автоматів до вивчення формальних і природних мов привело до виникнення математичної лінгвістики (математична лінгвістика - математична дисципліна, предметом якої є розробка формального апарату для опису побудови природних і деяких штучних мов.) Поняття автомата може служити модельним об’єктом у найрізноманітніших задачах, завдяки чому можливе застосування теорії автоматів у різних наукових і прикладних дослідженнях.

Приклад 1. Розглянемо наступний конкретний скінченний автомат M = [A, S, B, , ]. Вхідний алфавіт A = {0, 1}; вихідний алфавіт B = {0, 1}; три внутрішніх стани S = {s0, s1, s2}; функції виходу і переходу задаються вказівками

 : (s0, 0) a s1 : (s0, 0) a 0
(s1, 0) a s2 (s1, 0) a 1 

(s1, 1) a s1 (s1, 1) a 0 

(s2, 0) a s0 (s2, 0) a 1 

(s2, 1) a s2 (s2, 1) a 0 

Подамо на вхід послідовність 0, 1, 0, 1. Якщо автомат знаходився спочатку в стані s0, то, вважаючи першим символ 0, він перейде в стан s1 і видрукує 0. Вважаючи потім першим - 1, він залишиться в стані s1 і видрукує 0. Вважаючи наступним 0, він перейде в стан s2 і видрукує 1. Нарешті, вважаючи останнім символ 1, автомат закінчить роботу в стані s2, маючи на вихідній стрічці послідовність 0, 0, 1, 0.Таким чином, автомат перетворив вхід 0, 1, 0, 1 (чи, коротше, 0101) у 0, 0, 1, 0 (чи 0010). Є два зручних способи описати цей автомат. Насамперед, можна побудувати позначений орієнтований граф, що називають діаграмою станів.
[image: image133.wmf]
Вершини цього орграфа позначені символами, що позначають внутрішні стани. Кожна дуга позначена парою символів a, b, де a - вхідний символ, що викликає перехід у наступний стан, що відповідає цьому ребру, а b - вихідний символ, який автомат видруковує.
Другий спосіб опису - таблиця станів, табличне подання функцій  та 
	Біжучий

стан
	Наступний

стан
	Вихід

	
	Вхід
	Вхід

	 
	
	0
	1
	
	0
	1

	s0
	 
	s1
	s0
	 
	0
	1

	s1
	 
	s2
	 s1
	 
	1
	0

	s2
	
	s0
	s2
	
	1
	0


[image: image134.wmf]
Обидва способи мають свої переваги і недоліки. Таблиця звичайно зручніша при обчисленнях, діаграма наочніше. Наприклад, за діаграмою легше знайти стани, не досяжні з інших станів. На наступному малюнку показана діаграма станів автомата, у якого стан s1 недосяжний, якщо автомат починає роботу зі стану s0 чи s2. 

[image: image135.wmf]
Приклад 2. Автомат із двома станами, зображений на наступному малюнку - автомат для перевірки парності.
Автомат зчитує вхідну послідовність із нулів і одиниць, і його стан у будь-який момент часу збігається з початковим, скажемо, s0, якщо число лічених до цього моменту одиниць парне, і дорівнює s1, якщо число лічених одиниць непарне. Вихідна послідовність збігається з вхідною. 

Приклад 3. Автомат, зображений нижче, перевіряє парність і видруковує EVEN (парний) чи ODD (непарний) у відповідь на запит, що відповідає вхідному символу Q. 

[image: image136.wmf]

Зчитавши Q, автомат видруковує EVEN, якщо число раніше лічених одиниць було парне, і ODD - якщо непарне. Наприклад, вхідна послідовність 0110Q1110Q буде перероблена в 0110 EVEN1110 ODD.

Синтез комбінаційних схем

Cинтез логічних схем із одним виходом.

Як відомо, задача синтезу протилежна до задачі аналізу. Синтез полягає в побудові реальної схеми, виходячи з «фізичного опису» її роботи. Під фізичним описом роботи схеми мають на увазі формулювання основних технічних вимог, по тим чи іншим чином ставляться до синтезованого пристрою. Синтез складається з трьох етапів. Спочатку згідно заданого фізичного опису складаються деякі математичні співвідношення, що адекватно відображають даний фізичний опис. На другому етапі отримані математичні залежності реалізуються в деякій функціональній схемі. Нарешті, на третьому етапі, отримана функціональна схема перетворюється в деяку принципову схему. 

Із цих трьох етапів нас буде в основному цікавити лише другий етап, тому що третій етап цілком визначається конструктивними вимогами, виставленими до синтезованого пристрою, а перший етап не є алгоритмізованим і залежить у переважній більшості випадків від досвіду й інтуїції інженера чи математика.

Розглянемо задачу синтезу (n, 1)-полюсников, тобто схем, що мають n входів і один вихід. На підставі результатів, отриманих нами раніше, можна стверджувати, що математичний опис схем можна отримати за допомогою використання апарату функцій алгебри логіки. Таким чином, будемо завжди вважати, що при рішенні задачі синтезу спочатку наявна певна функція алгебри логіки і завдання полягає в складанні схеми логічної мережі, що відпрацьовує на виході відповідну функцію. Якщо при цьому не обумовлюється спосіб реалізації цієї схеми, то під схемою логічної мережі будемо розуміти схему, реалізовану на елементах НЕ, І та АБО.

При подальшому викладі будемо вживати термін «функціональна схема» замість терміну «схема логічної мережі», підкреслюючи цим, що синтезовані логічні мережі описуються за допомогою заданих функцій алгебри логіки в тому сенсі, що множина Х відображена на множину Y із допомогою даної системи функцій.
Нехай, для прикладу, функція задана в вигляді таблиці
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Для знаходження ДДНФ вибираємо з таблиці тільки ті рядки, у яких стоять набори значень аргументів, що звертають функцію в одиницю. Це четвертий, п’ятий і сьомий рядки. Виписуємо кон’юнкції, що відповідають обраним рядкам:


[image: image139.wmf].
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З’єднуючи ці кон’юнкції знаками диз’юнкцій, остаточно одержуємо
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Місце теорії формальних граматик у математичній лінгвістиці

Формальні граматики - це добре розвитий математичний апарат, що дозволяє, крім вивчення «високих матерій», (математично) грамотно створювати мови програмування і писати компілятори для цих мов. Між  природними і  формальними мовами нездоланна прірва. Тому збіг термінології краще вважати випадковим... Тим більше, у рамках багатогранної і розгалуженої МОВИ МАТЕМАТИКИ розділ формальних граматик і мов орієнтований насамперед  на проблеми побудови компіляторів. 

Основний та допоміжний алфавіти (словник) 

Формальну мову можна задати як деяку множину слів. Слово, це послідовність символів. Будь-яка комп’ютерна програма в цьому випадку теж сприймається як слово. Пробіли в ній - спеціальні символи, для яких на  клавіатурі виділена сама довга клавіша. 

Словами даної мови може бути далеко не будь-яка абракадабра, доступна клавіатурі. А тільки лексично і синтаксично (бездоганно!) правильні програми. Бездоганна з погляду граматики програма може бути марною, безглуздою чи навіть шкідливою. Але за правильну роботу програми формальна граматика і компілятор не відповідають. (Повторимо, математика звичайно змістом не займається). 

Оскільки і тут, у формальних граматиках і мовах, математика за зміст не відповідає. Є спеціальний напрямок у теоретичному програмуванні, коли формальною мовою (звичайно мовою предикатів і його діалектів) описується, що  повинна робити програма. На підставі цього опису спеціальна система синтезує програму. Однак, це тема зовсім іншої розмови. Тим більше, що помилок в  описі  того, що повиннао робити програма, людина допускає більше, ніж при написанні  програми безпосередньо.

Для того, щоб задати граматику, треба задати множину ТЕРМІНАЛЬНИХ і НЕТЕРМІНАЛЬНИХ символів. Термінальні символи - це символи  використовувані в мові. Нетермінальні (проміжні) символи - це символи, використовувані в створенні (породженні) слів мови. А створюються слова за граматичними правилами. І кожне слово, нагадаємо, це з погляду програміста - програма, записана винятково термінальними символами. Далі задаються ГРАМАТИЧНІ
ПРАВИЛА. Вони дуже нагадують підстановки в алгорифмах Маркова. Але на відміну від останніх порядок застосування граматичних правил довільний. Застосування правила полягає в заміні в преутвореному рядку якоїсь послідовності символів, що збігає з лівою частиною якогось правила, правою  частиною (послідовністю символів) цього правила. 

Введемо в оборот з чисто естетичесних міркувань ще один красивий термін - СЕНТЕНЦІАЛЬНА ФОРМА.  Річ у тім,  що при побудові програм у формальних граматиках завжди танцюють від одного початкового нетермінального символу. Позначимо цей  символ <програма>. Замість цього символу по одному з граматичних правил відбувається підстановка відповідної правої частини, що може містити послідовність з якихось нетермінальних і термінальних символів. До речі, такий процес називається БЕЗПОСЕРЕДНІМ ПОРОДЖЕННЯМ.
Будь-який із нетермінальних символів, що з’явилися, може бути замінений за придатним граматичним правилом якимсь ланцюжком символів. Тобто початковий нетермінальний символ <програма>  послідовно перетворюється в усе більш довгий ланцюжок символів. І так аж до того моменту, коли в  послідовності  символів  залишаться тільки термінальні символи. Тобто буде отримане слово даної мови (за іронією долі назване ПРОПОЗИЦІЄЮ). Усі послідовності символів, що у процесі безпосередніх породжень знаходяться між початковим нетермінальним символом і кінцевою пропозицією і називаються сентенціальными формами. А нам залишається радуватися, що англійська мова нам нерідна.

Компілятор, одержавши програму, виконує зворотну роботу. Пред’явлену  пропозицію  він згортає за граматичними правилами (тепер рухаючись від правої частини правила до лівого) початкова символу <програма>.

Звичайно існує величезна кількість варіантів як породження, так і згортання. Якщо згортання зазнало невдачі, то повинні досліджуватися інші варіанти. Слово буде визнано НЕНАЛЕЖНИМ даній мові (граматиці), якщо жоден із варіантів згортання не приведе до удачі. Оскільки такий перебір варіантів на практиці як правило неприйнятний, то і граматики намагаються придумувати не  випадкові, а з корисними властивостями. А способи згортання (розпізнавання) використовують ці гарні властивості, щоб мінімізувати  чи узагалі  виключити блукання. Є досить груба, але, усе одно, корисна в першому наближенні класифікація граматик, що належить  Хомському. Він їх поділяє на три типи, якщо не вважати нульового. До нульового він відносить  граматики  з граматичними  правилами  довільного виду. А раз немає ніяких обмежень, то там може бути усе, що завгодно і, отже, аналізувати їхній неможливо. Точніше, вважайте, що проаналізували і зробили висновок: Там може бути усе, що завгодно і  незавгодно. Так  що  мати  з ними  справу безглуздо. 

Основні класи породжуючих граматик

Появі поняття формальної мови завдячують, перш за все, пошуки підходящої математичної моделі для природних мов, таких як українська, російська, англійська, тощо. В 1959-60 роках появилось декілька робгг, які заклали основи формальних мов i формальних граматик. Значний прогрес у цьому напрямку почався в 1960 році, коли було виявлено, що клас формальних мов типу Алгол-60 збігається з класом контекстно-вільних мов. Велику участь у цьому npoueci прийняли спеціалісти зі застосування ЕОМ для дослідження природних мов i спеціалісти з мов програмування. При цьому було одержано ряд теоретичних результатів, пов’язаних із математичним забезбеченням ЕОМ i, зокрема, із методами програмування.

Регулярні граматики i їх влacmuвocmi
1. Визначення формальної граматики

Усяка формальна мова - це множина слів у деякому скінченному алфавіті. До таких мов відносяться, зокрема, штучні мови для спілкування людини з обчислювальною системою, які називаються мовами програмування. Для того щоб задати таку штучну мову, необхідно:

- задати алфавіт; тобто множину символів (або букв), кожен із яких можна розмножувати в необмеженій кількості примірників;

- описати формальну граматику мови, тобто множину правил, за якими із символів алфавпу будуються послідовності таких символів, що належать даній мові i називаються правильними словами. Слова відокремлюються одне від одного за допомогою специального символу алфавіту - пропуску (проміжку стандартної довжини) між символами алфавіту, який перевищуе довжину будь-якого із проміжків, що, можливо, зустрічаються всередині символів алфавіту.

Необхідно зауважити, що правила формальної граматики можна розглядати як правила виведення - елементарні onepaцiї, які застосовуються в деякій заданій послідовності до висхідного слова i породжують лише правильні слова. Сама послідовність правил, які використовуються в процесі породження даного слова, називаеться виведенням.
Формальні граматики за способом задання правильних слів поділяються на граматики, що породжують слова,  та граматики, які розпізнають слова. До граматик першого типу відносять граматики, які дають можливість будувати довільне правильне слово разом iз його структурою, i які не будують ні одного неправильного слова. До граматик другого типу відносять граматики, які для довільного слова дають можливість встановити, правильне чи т це слово, i коли воно правильне, то вияснити його будову.

Перейдемо до формального поняття граматики, яке вперше було сформульоване Н. Хомським в 1967 році. 

Визначення. Граматикою, яка породжує слова (або просто граматикою), називається упорядкована четвірка об’єктів
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де VТ - скінченний алфавіт символів, елементи якого називаються термінальними символами (основний термінальний алфавіт), VН - скінченний допоміжний алфавіт, елементи якого називаються нетермінальними символами i позначаються малими буквами грецького алфавіту, 
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 - початковий нетермінальний символ (аксіома),
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 - скінченна система підстановок, ліві та праві частини яких є символами в алфавт 
[image: image145.wmf].

H

T

V

V

V

È

=

 Символ ( не належить алфавіту V.

Символи алфавіту VТ – є елементарними одиницями мови, що визначається; символи  алфавіту VН - метазмінні, які використовуються при виведенні правильних слів (для природних мов такими змінними є, наприклад, граматичні класи: іменники, дієслова, займенники тощо); 
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 - аксіома, із якої виводяться вci правильні слова (в природних мовах аксіомі відповідає граматичний клас «речення»); Р - схема граматики, яка складається з правил виведення, тобто граматичні правила мови, що визначається.

Граматики першого типу називають КОНТЕКСТНО-ЗАЛЕЖНИМИ (чи просто КЗ). У більшості випадків розумно прийняти загальне обмеження, що правило заміняє строго один нетермінальний символ. Відмінна риса Кз-правил у тім, що заміна нетермінального  символу на рядок допускається, коли цей символ знаходиться в деякім оточенні інших символів (у контексті). Наприклад, нетермінальний символ <оператор> може бути замінений на нетермінальний символ <порожній оператор>, якщо в  преутвореному рядку перед символом <оператор> був інший символ, за яким безпосередньо випливав <оператор>. А інакше таку заміну  робити не можна.

Уявіть собі наприклад, правило офіціанта. Здійснювати заміну брудної тарілки на виписаний рахунок можна при наявності спустошеного  келиха. 

В іншому контексті (при повному келиху [гранованій склянці] поруч)  замість брудної тарілки клієнту пропонується нова закуска. Для того, щоби граматика відносилася до типу КЗ досить, щоб хоча б одне правило було саме першого  типу.  (Інші можуть бути інших типів, крім нульового).      

Граматики  другого типу називають КОНТЕКСТНО-ВІЛЬНИМИ (чи просто КВ). Кожне  правило може застосовуватися без оглядки на контекст. Замість брудної  тарілки - нова закуска (без усяких додаткових  умов)... Граматики різних типів можуть породжувати ту саму мову. Компілятори диктують вимогу приводити граматику до типу КС. Звичайно в рамках уже цього типу накладаються додаткові обмеження, що дозволяє істотно спростити граматичний розбір у компіляторі.      

 Граматики останнього третього типу називаються АВТОМАТНИМИ чи РЕГУЛЯРНИМИ.  Це  зв’язано  з  тим,  що  вони  породжуються  і розпізнаються автоматами (цю математичну модель асоціюють не з Калашниковим,  а  з  прізвищами  математиків-логіків Мілі, Мура, Трахтенбротта  і  т.п. )  і регулярними виразами (це, як і в регулярній армії -  вирази  будуються  за  простими  правилами  і просто розпізнаються - це теж математична модель). Звичайно автоматні граматики використовуються на рівні лексики. Лексема, у звичайному розумінні -  це  словникова  одиниця.  Проте,  з  погляду компілятора  це  «символ»,  коли незабаром «словом» буде вся програма. У даному випадку,  наприклад,  345.08 може бути розпізнаний, як один символ - дійсне число. Лексичний аналіз у компіляторі передує синтаксичному аналізу... 
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