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5. КОМБІНАТОРНИЙ АНАЛІЗ
Методи комбінаторики широко використовуються в теорії імовірностей, математичній логіці, теорії графів тощо. Вони є могутнім знаряддям при рішенні практичних задач, зв'язаних із перерахуванням, розподілом і розбиттям множин на класи еквівалентності. 

Функції логіки в цьому відношенні не становлять собою виняток і в рамках задач синтезу нам доведеться часто застосовувати комбінаторні прийоми для їхнього рішення. При цьому будемо використовувати ряд класичних методів, характерних для цієї галузі математики: правила суми і добутку, формулу включення і вилучення та рекурентні співвідношення. Перехід від теорії множин до комбінаторики пояснюється ще й тим, що в наступних розділах будемо зіштовхуватися не тільки з множинами чисел, але й з послідовностями чисел, їхніми наборами. Такі послідовності не можна розглядати як множини, по-перше, через те, що в послідовностях цифри можуть повторюватися, а в множинах елементи не повторюються, по-друге, у наборах важливий порядок цифр (<012> і <210> - різні набори), а в множинах порядок елементів ролі не грає. Тому, приступаючи до вивчення об'єктів, що описуються логікою, для їхнього опису потрібно ввести нове поняття для послідовності чисел. Таким у дискретному аналізі є поняття "кортеж", що визначається так. 

Нехай наявні кілька множин Х1, Х2,..., Хk. Якщо тепер із кожної множини брати по одному елементу в порядку зростання номерів множин чи  у якому-небудь іншому порядку, потім розташувати ці елементи в тому порядку, у якому ми їх вибирали (а1, а2,... аk), то ця послідовність і буде кортежем довжини k, складеним iз елементів множин Х1, Х2,..., Хk Елементи а1 а2,... аk називаються компонентами, чи координатами, кортежа.

Два кортежі називаються рівними в тому і тільки у тому випадку, коли вони мають однакову довжину, а на відповідних місцях розташовані ті самі елементи. У кортежах координати можуть повторюватися. Наприклад, кортеж може мати такий вид: (1, 2, 3, 4, 4, 6). Не вилучений і такий випадок, коли всі множини Х1, Х2,..., Хk  збігаються.

5.1.1. Правило добутку. Візьмемо кілька скінченних множин Х1, Х2,..., Хk, що складаються з n1, n2, …, nk елементів, і знайдемо, скільки кортежів довжини k можна скласти з елементів цих множин. Спочатку знайдемо число кортежів довжиною 1, складених з елементів множини X1. Ясно, що їхнє число дорівнює n1. Візьмемо тепер один із цих кортежів (а1) і припишемо до елемента а1 праворуч по черзі всі елементи множини  Х2. Отримаємо  n2 кортежів довжиною 2, у яких перша координата дорівнює а1. Але замість а1 можна було б узяти будь-який інший елемент із Х1. Тому одержуємо n1 раз по n2 кортежу, а усього n1,n2 кортежів довжиною 2. Із кожної такої пари одержимо n3 трійок, приписавши до неї по черзі всі елементи множини Х3, а усього n1 n2 n3 трійок. Продовжуючи цей процес, зрештою   одержуємо n1 n2 … nk кортежів довжиною k, складених із елементів множин Х1, Х2,..., Хk.
Даний результат є одним з найважливіших у комбінаторному аналізі. На ньому базується вивід багатьох формул цієї й інших наук. 

Оскільки для підрахунку числа всіляких кортежів приходиться перемножати числа n1 n2 … nk, то отриманий результат називається також правилом добутку. Сформулюємо це правило так:

Якщо елемент а1 можна вибрати n1 способами, то після кожного вибору цього елемента наступний за ним а2; можна вибрати n1 n2 способами. Якщо елемент аk вибирається  nk способами, то кортеж (а1, а2,... аk) можна вибрати n1 n2 … nk способами.

Підрахуємо, наприклад, число різних наборів 
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для випадку, коли 
[image: image2.wmf]{

}

1

 

...,

 

,

2

 

,

1

 

,

0

-

=

Î

k

E

k

a

. У цьому випадку на перше місце в нас k кандидатів, але після того як α1 вибрано, α2 можна вибрати також k способами тощо.  Оскільки число місць дорівнює n, то одержуємо k ( k ( ... ( k  - n раз, тобто  kn .

5.1.2. Правило суми. Якщо елемент 
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і при цьому елемент Х1 може бути обраний n способами, а елемент Х2 - іншими m способами, то вибір "чи то Х1, чи то Х2" може бути здійснений n + m способами. Варто мати на увазі, що вибiр Х1, чи то Х2 є тут взаємовиключними. Інакше кажучи, необхідно стежити, щоб жоден  зі способів вибору об'єкта Х1  не збігся з яким-небудь способом вибору об'єкта Х2. При наявності таких збігів правило суми незастосовне і результат дорівнює m + n - р, де р - число збігів.
5.2. Розміщення з повтореннями

Множини Х1, Х2,..., Хk, із елементів яких складаються кортежі, можуть мати спільні елементи. Зокрема , усі вони можуть збігатися з тією ж самою множиною Еk, що містить k елементів. Кортежі довжиною n, складені з елементів k множини Еkk, називаються розміщеннями з повтореннями з k елементів по n, а їхнє число 
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(A із k по n); А - від слова arrangement - розміщення. Риска ставиться, щоб відрізнити їх від розміщень без повторень, про які мова йтиме далі. З огляду на приклад направила добутку, відразу одержуємо, що число розміщень с. повтореннями з k елементів по n дорівнює kn. Отже, доведена формула
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5.3. Розміщення без повторень
Наявна множина Еk, що складається з k  елементів. Визначити, скільки кортежів заданої довжини n можна скласти з елементів цієї множини, якщо всі елементи кожного кортежу повинні бути різними. Кортежі, що підпорядковані цій умові, називаються розміщеннями без повторень із k елементів по n, а їхнє число позначається 
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Щоб обчислити 
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, міркуємо так: на перше місце в нас k кандидатів. Після того як воно заповнено, на друге місце залишається k - 1 кандидатів, на третє k - 2 і т.д.  На п-і місце наявні k -  n + 1 кандидатів (після того як ми вибрали n - 1 елемент, залишається k- (n-1) = k – n +1 елементів). Застосовуючи правило добутків, одержуємо
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         (5.2)

Розміщення без повторень із k елементів по k складаються з тих самих   елементів, розташованих у різному порядку. Такі розміщення називаються перестановками з k-елементів і позначаються Рk. Тоді за формулою (5.2) визначаємо


[image: image10.wmf](

)

!

  

  

1

  

...

  

1

 

  

k

k

k

A

P

k

k

k

=

-

=

=



      
        (5.3)

Тепер, використовуючи вирази (5.3) та (5.2) можна переписати 
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  в такому виді: 
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Добуток виду k (k - 1) ... 1 часто зустрічається як у комбінаториці, так і в алгебрі, тому для нього уведена окрема назва k-факторіал, що позначається k!. (читається k-факторіал).

5.4. Перестановки з повтореннями

Розглянемо перестановки з повтореннями з k елементів, специфікація яких n =k1 + k2 + ... +kn, причому n = k. Через збіг деяких елементів число таких перестановок виявляється меншим, ніж k!, тому що перестановка однакових елементів нічого не змінює. Елементи j-го класу допускають перестановку kj! способами, і в кожному класі такі операції здійснюються незалежно. Тому відповідно до  правила добутку можна здійснити k1! k2!... kn! перестановок, що не змінюють дану перестановку. Але k чисел можна переставляти одне з одним k! способами. Тому число розміщень з повтореннями елементів, що мають склад (k1! k2!... kn!), у k1! k2!... kn! менше, ніж k!:
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Якщо запас об'єктів k різних типів не обмежений, то кожне місце в 
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 можна заповнити k різними способами. Тому, відповідно до правила добутку, число перестановок з необмеженими повтореннями дорівнює kn. Це співвідношення визначає кількість різних n-розрядних чисел, записаних у позиційній системі числення з основою системи числення k.

5.5. Сполучення (комбінації).

Визначимо, скільки різних складів можуть мати кортежі довжиною n iз k елементів.

По-іншому цю ж задачу можна сформулювати так: назвемо два кортежі еквівалентними, якщо вони мають однаковий склад. Звідси формулювання: на скільки класів еквівалентності розбивається при цьому вся сукупність кортежів довжиною n із k елементів? Такі класи еквівалентності називаються сполученнями з повтореннями з k елементів по n, а їхнє число позначається 
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Будь-який склад кортежа довжиною n із k елементів має вигляд 
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 - ненегативні цілі числа, сума яких дорівнює n. Заміняючи кожне з чисел 
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. відповідним числом одиниць і розділяючи нулями одиниці, що відповідають різним числам, одержуємо кортеж з k - 1 нулів і n одиниць. При цьому кожному складу відповідає один і тільки один запис за допомогою нулів і одиниць, а кожен такий запис задає один і тільки один склад. Тому число різних складів, що можуть мати кортежі довжиною n iз k елементів, дорівнює числу перестановок з повтореннями з k - 1 нулів і n одиниць, тобто  
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Покажемо, чому дорівнює потужність n-підмножин у k-множинi Еk Такі підмножини називаються сполученнями з k елементів по n і позначаються 
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Задача про обчислення
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 зводиться до задачі про число розміщень без повторень з k елементів по n, що буде в n! (число розміщень із k по n) разів менше, тобто 
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Справді, розставимо будь-як задані k елементів і зашифруємо будь-який вибір, n елементів кортежем довжиною k iз n одиниць по k - n нулів - якщо елемент вибирають, тo на його місце пишуть 1, а якщо ні, - тo 0.

Наприклад, вибір елементів а, c iз елементів a, b,c, d, e записується кортежем 10100. Кожному кортежу відповідає свій спосіб вибоpу елементів. Тому число n-підмножин у k-множинi дорівнює числу перестановок iз повтореннями із k -n п нулів i n одиниць, тобто дорівнює P(k-n, n) із (5.7).

Виходить, і


[image: image25.wmf](

)

!

 

!

 

!

 

n

k

n

k

C

n

k

-

=

.





(5.8)

Наслідок. Рівності (5.6) і (5.7) показують, що
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Розглянуті способи доведення формул 
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  базуються на заміні однієї множини іншою, елементи яких є у взаємнооднозначній відповідності і, отже, їхнє число в цих множинах однакове.

5.6.Властивості сполучень

Оскільки числа 
[image: image30.wmf]n

k

C

 показують, скільки n-підмножин міститься в даній k-множинi, то між ними існує цілий ряд залежностей, що відбивають різні залежності між підмножинами.

Ці залежності можна доводити різними способами. У деяких випадках найзручніше прямо скористатися формулою (5.7) для числа сполучень. Проте більш красивим і змістовнішим є інший спосіб, заснований на комбінаторних засадах. Спочатку підраховуємо число підмножин деякого виду і розбиваємо сукупність усіх таких підмножин на класи так, щоб жодна  підмножина не потрапила в два різних класи. Після цього знаходимо, скільки підмножин входить у кожен клас. Складаючи отримані числа, знову одержуємо кількість підмножини обраного виду. Це і дає шукане співвідношення.

Властивість 1. Найбільш простим є співвідношення
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яке показує, що число n-підмножин у k-множинi збігається з числом (k - n)-множин тієї ж множини.

Доведення. Якщо з k-множини видалити n-підмножинy Y, то залишиться (k - n)-підмножина 
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 або доповнення до Y в X. Тому з n-підмножин і їхніх доповнень можна утворити пари такі, що кожна n-підмножина і кожна (k - n)-підмножина потраплять лише в одну пару. А це й означає, що таких підмножин однакова кількість, тобто 
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Властивість 2. Зафіксуємо тепер який-небудь із k елементів, наприклад а, і розіб'ємо всі сполучення з k елементів no n на два класи - , що містять елемент а і не містять цього елемента. Число сполучень першого класу дорівнює 
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, тому що в цьому класі з тих, що залишилися k - 1 елементів треба вибрати ще n - 1 елемент. Число сполучень другого класу дорівнює 
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. Треба вибрати n із всіх елементів, крім а. Але будь-яке сполучення відноситься чи то до першого, чи то до другого класу. Тому
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5.7.Формула включень і вилучень.
До тепер мова йшла про підрахунок числа підмножин, що утворяться шляхом вибірки об'єктів із деякої множини відповідно до  умов, що визначають їхню кількість, упорядкованість і повторюваність. Не менше значення мають задачі перерахування, зв'язані з властивостями об'єктів.

Нехай наявні N об'єктів і деяка сукупність властивостей 
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 тощо кількість об'єктів, що мають властивості відповідно 
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 тощо. Очевидно, таких чисел буде стільки, скільки підмножин можна утворити з елементів множини Н, тобто  2n (деякі числа можуть дорівнювати нулю). Для об'єктів, що не володіють властивістю 
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, уводиться позначення 
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Звідси число об'єктів, що не володіють жодною із властивостей множини Н, визначається формулою включення і вилучення:
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Основна формула випливає безпосередньо з визначення операції об’єднання множин
[image: image45.wmf].
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Дійсно, при відніманні від N об'єктів із властивостями 
[image: image46.wmf](
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 об'єкти, що володіють двома властивостями 
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 та 
[image: image48.wmf](

)

j

i

j

¹

 

a

 віднімаються двічі, і тому потрібно додати 
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, де 
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- попарні сполучення елементів з Н. Але при цьому двічі враховуються об'єкти, що володіють трьома властивостями і, отже, їх необхідно виключити, тобто відняти суму всіх 
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 - сполучення з 
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 властивостей по три. Цей процес включення і вилучення продовжується до останнього члена 
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, що визначає число об'єктів із усіма n властивостями, знак якого залежить від парності n. Наведена формула (2 10) відома під назвами символічний метод, принцип перехресної класифікації, метод решета та формула обертання.

Таким чином, у цьому розділі наведені основні відомості з комбінаторики, які згодом ми будемо неодноразово згадувати і використовувати при викладі методів синтезу автоматів та структур та інших розділів дискретного аналізу. Не слід дивуватися деяким повторам, оскільки при викладі настільки складного питання, у якому воєдино зв'язані різні області знань, неминуче доводиться знову і знову повертатися до вже обговорених питань, щоб розглянути їх із інших позицій.

ЗАДАЧІ ТА КОНТРОЛЬНІ ЗАПИТАННЯ ДО ДРУГОГО РОЗДІЛУ

1. Скількома способами на першості світу з футболу можуть розподілитися медалі, якщо в фінальній частині грають 24 команди?

Розв'язок. Золоту медаль може одержати будь-яка із 24-х команд, тобто маємо 24-ри можливості. Срібну медаль може виграти одна з 23-х команд, а бронзову - одна з 22-х команд. За основним правилом комбінаторики (правило множення) загальне число способів розподілу медалей 24 • 23 • 22 = 12144.

2. Скільки тризначних чисел можна скласти з цифр 0, 1, 2, З, 4, 5, якщо:

а) цифри можуть повторюватися;

б) ні одна з цифр не повторюється двічі;

в) цифри непарні і можуть повторюватися.

Розв'язок. а) Першою цифрою може бути одна із цифр: 1, 2 З, 4, 5, оскільки 0 не може бути першою цифрою, тому що в такому випадку число не буде тризначним. Якщо перша цифра вибрана, то друга може бути вибрана шістьма способами, як і третя цифра. Отже, загальне число тризначних цифр 5 • б • 6 = 180.

б) Першою цифрою може бути одна з п'яти цифр: 1, 2, 3,4, 5; якщо перша цифра вибрана, то другою може бути теж одна з п'яти цифр (тут уже враховується 0), а третя може бути вибрана чотирма способами із чотирьох цифр, що залишилися. Отже, загальна кількість таких тризначних чисел 5 • 5 • 4 = 100.

в) Першою цифрою може бути одна з трьох цифр: 1, 3, 5. Другою теж може бути одна з цих трьох цифр. Аналогічно і третя цифра може бути вибрана трьома способами. Таким чином, загальна кількість таких чисел дорівнює 3 • 3 • 3 = 27.

3. Збірна команда інституту з волейболу налічує 15 чоловік. Скільки різних варіантів повинен розглянути тренер перед грою, щоб заявити список гравців на гру?

Розв'язок. Число гравців волейбольної команд дорівнює шести. Значить, число всіх: можливих варіантів – це число різних підмножин, які складаються з шести елементів в множині із 15-ти елементів. Отже, згідно з (5.8) маємо 
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4. У скількох точках перетинаються діагоналі випуклого десятикутника, якщо ніякі три з них не перетинаються в одній точці?

Розв'язок. Кожній точці перетину двохрізних діагоналей відповідає чотири вершини десятикутника, а кожним чотирьом вершинам - одна точка перетину. Таким чином, число всіх точок перетину дорівнює числу способів, якими із 10-ти вершин можна вибрати 4 вершини, тобто
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точок перетину.

5. Скількома різними способами можна розмістити п'ять книжок на книжковій полиці?

Розв'язок. Шукане число розміщень є числом способів упорядкування множини із п'яти елементів. Значить, це число дорівнює P5 =  5( 4 (3( 2( 1,= 120.
6. Скількома способами можна упорядкувати n-елементну множину А = {1, 2, ..., n} (n ( 2) так, щоб останні два елементи були n- 1 і n?
Розв'язок. Число способів буде Рn-2 = (п - 2)!.
7. Скільки різних слів можна побудувати перестановкою букв в слові "лаваш"?

Розв’язок. Слово "лаваш" включає по одній букві л, в, ш та дві букви а, а загальна кількість букв 5. За формулою (5.5) знаходимо
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8. В групі студентів кожний студент або блондин, або брюнет. Серед студентів 10 блондинів, інші брюнети. 12 студентів люблять читати детективи. Серед 12-ти студентів, які люблять читати детективи, 5 блондинів і 7 брюнетів. Скільки чоловік налічує вся група, якщо два брюнети не люблять читати детективи?

Розв’язок. Нехай А означає множину блондинів: 
[image: image59.wmf]10

=
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(А) = 10; В -множину брюнетів: |В| == 9; С - множину любителів читати детективи: |С| = 12. Тоді 
[image: image60.wmf]=
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(, оскільки множини блондинів і брюнетів не можуть мати спільних елементів; 
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- множина блондинів, які люблять читати детективи: 
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; 
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множина брюнетів, які люблять читати детективи:
[image: image64.wmf]7

=

Ç

C

B

. Множина 
[image: image65.wmf]=

Ç

Ç

C

B

A

(. Отже,


[image: image66.wmf]19

0

7

5

0

12

10

=

+

-

-

-

+

=

+

-

-

-

+

+

=

C

B

A

C

B

C

A

B

A

C

B

A

C

B

A

I

I

I

I

I

U

U

U

.

_1058798410.unknown

_1058806265.unknown

_1058862096.unknown

_1058877600.unknown

_1090419362.unknown

_1090419638.unknown

_1090419804.unknown

_1090420009.unknown

_1090421607.unknown

_1090419879.unknown

_1090419708.unknown

_1090419510.unknown

_1090418007.unknown

_1090419272.unknown

_1058878236.unknown

_1058862422.unknown

_1058862443.unknown

_1058862314.unknown

_1058862358.unknown

_1058862190.unknown

_1058861483.unknown

_1058861996.unknown

_1058862015.unknown

_1058861848.unknown

_1058807746.unknown

_1058860896.unknown

_1058806428.unknown

_1058806583.unknown

_1058800911.unknown

_1058801309.unknown

_1058805607.unknown

_1058801189.unknown

_1058800305.unknown

_1058800653.unknown

_1058799953.unknown

_1058794394.unknown

_1058797955.unknown

_1058798006.unknown

_1058798167.unknown

_1058797984.unknown

_1058794538.unknown

_1058794645.unknown

_1058788304.unknown

_1058790249.unknown

_1058792240.unknown

_1058794362.unknown

_1058790307.unknown

_1058788910.unknown

_1058789582.unknown

_1058788846.unknown

_1058783060.unknown

_1058788171.unknown

_1058782966.unknown

